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0 ه ۴ ۱ تومان 


در این کتاب 


نسبت‌های مثلثاتی و اه ات ره ی و یج 
مثلث فائم‌الزاویه و نسبت‌های مثلثاتی زاویه حاده...... 
چند دستور مهم هه وه هن ماه ۳ ی و 
جند مثال رت وی وش رت خر گس سم سس سس 


ها اقا اقا و وا و ىا ان ای و با و و و و 


مخلغات به طور عمده» زیر تأثیر نیازهای اخترشناسی 


بدیل اه از 
۳. نمودارها و و ورن ور اج ی ما هه و دی ی ۱ 
تحار هی ره یو وم ی ۱ 
خط راست در صفحه محورهای مختصات .. ۳۵ ۱ 
چند نتیجه مهم و 
نمو دار معادله‌های که شامل فدر مطلق‌اند ی 
تمرین ها .. ۱ 
۴ معادله درجه دوم ۱ ۲ ۳[ ۱۵ 
دستور حل معادله درجه دوم 1 
زابطاهانی بین ضریب‌ها و زش4هار دی ۰ ۱۷۳ 
تشکیل معادله درجه دوم ۱ 
تجزیه سه‌جمله‌ای درجه دوم و 0 
راه‌حل‌های تاریخی معادله درجه دوّم ۱ 
حل نموداری معادله درجه دوّم ۱۸ 
نمی ها و ی و موم وه مر ۱۹ 
۵ نابرابری و نامعادله ۱ 
تابرابری ۱ 


یگ سای کانزارق موجه مرو ی ی ۳ 
تابرابری‌های اتحادی ق و ی و با ی ی 


از پرویر شهرباری 


هنتشر شده است: 


۵ ریاضیات محاسبه‌ای (جلد اول) -سال اول دبیرستان ک سال اول 

9 رباضیات محاسبه‌ای (جلد دوع) سال اول دبیرستان - نیم سال دوم 

ر ریاضیات محاسبه‌اي (حلد سوم) -سبال دوم دییرستان - لیم سال اول 

‌ ریاضیات محاسبه‌ای (حلد چهارم) سال دوم دبیر ستان - نیم سال دوم 
۵ ریاضیات محاسبه‌ای (جلد پنجم) -سال سوم دبیرستان -ریاضی‌فیزیک 
۵ مسأله‌های المپیاد آمریکا_-با حل 


9 مسأله‌های المپیاد شوروی -با حل 

9 مسأله‌های المپیاد کشورهای مختلف با حل 
۵ مهم‌ترین مسأله‌ها و قضیه‌های دشوار ریاضی 
۶ بازی‌ها سرگرمی‌ها - معماها در ریاضیات 
نظریة ساختمان‌های هندسی 

۵ نابرابری 


۵ هندسة تحلیلی و جبر خطی (مسأله با حل) 


۰ تومان 
۰ تومان 
۰ تومان 
۰ تومان 
۰ تومان 
۰ تومان 
۰ تومان 
۰ تومان 
۰ تومان 
۰ تومان 
۰ تومان 
۰ تومان 


۰ تومان 


استقبالی که از جلد اول «ریاضیات محاسبه‌ای» شد مرا برآن داشت 
تا دست به‌کار تهیة جلدهای بعدی آن بشژم. کتابی که در دست دارید 
جلد دوم این رشته کتاب‌هاست و با همان روش جلد او برپایه تازه‌ترین 
نظام برنامهُ آموزشی و برای نیم‌سال دوم سال اول تهیه شده است. 

این کتاب هم طوری تنظیم شده که دانش آموزان بتواننده بدون نیاز 
به‌راهنما و کلاس‌های کمکی. آن را فرا گیرند و؛ به‌ویژه؛ برای آن‌هایی که 
می‌خواهند ریاضیات را به‌صورت دانشی واحد. همراه با آگاهی از تاریخ 
فلسفه و کاربردهای ریاضی فراگیرند» سودمند باشد. برای مطالعه این 
کتاب؛ به‌این نکته‌ها؛ توجه بفرمایید: 

۱ کتاب درسی خود را فراموش نکنید» ی آن را فراگیرید و هم 
مسأله‌های آن را حل کنید. حل مساله‌های کتاب درسی» شما را برای حل 
مسأله‌های این کتاب آماده‌تر می‌کند. در کتاب حاضرء شبیه جلد اول؛ 
موضوع درسی (البته در سطحی بالاتر) شرح داده شده است. ولی هیچ 
یک از مسأله‌های کتاب درسی را درآن نیاورده‌ا به‌همین دلیل» قبل از 
حل مسأله‌های این کتاب (که البته» به‌اندازه؛ کافی متنوع‌اند)» حل 
مسأله‌های کتاب درسی ( که ساده‌تر و مقدماتی‌ترند) ضروری است. 

۲ چه ضمن درس و چه ضمن مسأله‌ها جابه‌جاء با نشانه * روبه‌رو 
می‌شوید. این نشانه به‌معنای آن است که با موضوع یا مسأله جدی‌تر و با 
دشوارتری روبه‌رو هستید. در دور اول مطالعه و یا اگر نمی‌خواهید 
ریاضیات را به‌طور جدی دنبال کنید» می‌تواند از آن‌ها صرف‌نظر کنید. این 
بخش‌ها و یا مسأله‌ها؛ برای کسانی است که به‌ریاضیات علاقة بیشتری 


۷ 


دارند و می‌خواهند آن را عمیق‌تر فراگيرند. 

۳ به‌ویژه در بخش مسأله‌ها تلاش شده است. نیاز دانقی آمو زان 
برطرف شود که می‌خواهند بعدهاء در کنکورها با المپیادهای ریاضی 
شرکت کنند؛ (با توجه به سطح ریاضیات کلاس خود). ولی این به‌معنای 
آن نیست که مسأله‌ها به‌صورتی پیچیده و رازگونه تهیه شده‌اند. مسأله‌ها 
ساده و قابل فهم‌اند تنهاگاهی نیاز به‌انديشه پیشتری دارند؛ و این اندیشه 
در هریک از دانش آموزان وجود دارد. تنها پی‌گیری و تلاش می‌خواهد تا 
به آن چه می خواهند برسند. 

۴ بلافاضله بعد از خواندن صورت مسأله به‌حل آن مراجعه نکنید. 
اول خودتان را بیازمایید» خیلی زود ناامید نشوید؛ تنها وقتی به‌ببخش حل 
مسأله‌ها مراجعه کنید که به‌اندازهُ کافی درباره آن اندیشیده‌اید. ولی حتا 
وقتی مسأله را حل کرده‌اید. نگاهی به‌حل آن در کتاب بیندازید» زیرا 
بسیاری از نکته‌ها و یا موضوع‌های درسی» ضمن حل مسأله‌ها گفته شده 
است. 

۵ به ببخش‌های تاریخی کتاب. بها بدهید. تاریخ ریاضیات. به‌مفهومی؛ 
خود ریاضیات است و بسیار چیزها به‌ما می‌آموزد وه در ضمن,» ما را قانع 
می‌کند که هیچ‌چیز» حتا ریاضیات بی‌تغیییر و ساکن نیست. ریاضیات 
هم مثل هرچیز دیگری» تغییر می‌کند و» در طول زمان» تکامل می‌یابد. 
ریاضیات؛ «موجودی زنده» است و به‌همین دلیل؛ بابد از گذشتة آن آگاه 
بود تا توان آننده ان را پیش‌بینی کرد. 

۶ گمان نکنید. راه‌حلی که دراین کتاب برای مسأله‌ای داده شده تنها 
راه‌حل یا پهترین راه حل است. راه‌حل‌های دیگر وه به‌احتمالی؛ بهترین و 
زیباترین زاه‌حل‌هاء پیش شماست. تلاش کنید آن‌ها را بیابید و» اگر مایل 
بودید, نوبسنده کتاب را همء از نتیجه تلاش خود آگاه کنید. 


پیش از آغاز و یاداوری 


با همین آگاهی‌هایی که از ریاضیات دارید» همه مساله‌های این بخش را 
می‌توانید حل کنید؛ ولی برای حل برخی از آن‌ها (که با نشانة * مشخص 
شده‌اند) » باید اندکی بیندیشید. 

یکی از سودهای این گونه مساله‌ها؛ نظم بخشیدن به ذهن و آماده کردن 
آن. برای حل دشواری‌هایی است که در زندگی» و در رویارویی با جامعه 
و طبیعت» با آن‌ها برخورد می‌کنيم. گالیله می‌گفت «ربهضیات» زبان طبیعت 
است»» یعنی برای شناختن قانون‌هایی که بر طبیعت حکومت می‌کنند باید با 
ریاضیات و روش‌های آن آشنا بود. ولی در وافع» کار به این سادگی نیست. 
اگر کسی ریاضیات را بیاموزد و با دستورها و قانون‌ها و روش‌های عمل 
آن آشنا شود نمی‌تواند اطمینان داشته باشد که از عهده حل هر مساله‌ای از 
زندگی و طبیعت برمی‌آید. هر مسالهٌ تازه‌ای» روش تازه‌ای را نیاز دارد و) 
این روش را» در صورت مساله» نمی‌توان به روشنی دید. کسی که می‌خواهد 
مساله تازه‌ای را حل کند باید» به جز تسلط بر دستورها و قاعده‌ها» این توانائی 
را داشته باشد که ضمن جست‌و جوی راه‌های حل مساله» کلید اصلی را 
پیابد و این ممکن نیست» مگر با تمرین مداوم. وقتی دربارژ روش حل 
یک مساله می‌اندیشید» لازم نیست بتوانید» در حل آن سرانجام موفق شوید. 


خودٍ اندیشیدن و راه‌های گوناگون را آزمایش کردن؛ به تدریج ذهن را برای 
مبارزه با هر دشواري تازه آماده می‌کند. اگر می‌بینید» در مسابقه‌های ریاضی 
(و مثلا در المپیادهای داخلی و جهانی)» مساله‌هایی را مطرح می‌کنند که با 
مساله‌های عادی متماوت است. به این دلیل است که نیرو و توان ذهنی شرکت 
کنندگان را پیازمایند؛ چرا که همه می‌دانند» خلاقیت ریاضی. در درجه اول 
با تمرین‌های طولانی به دست می‌آید. 

صورت مساله را با دقت» و چند بار» بخوانید. بعد بدون این که دست 
به قلم ببرید» اندکی بیندیشید: از کجا و چگونه باید آغاز کرد؟ چه رابطه‌ای 
بین داده‌ها پا خواسته‌های مساله وجود دارد؟ آیا می‌توان بدون حل مساله 
پاسخ را حدس زد؟ ایا راه‌هایی برای آزمایش روی عددها یا شکل‌های ساده 
وجود دارد؟ ...: اگر مساله» حالت‌های خاص ساده‌ای دارد» اول آن‌ها را 
برای خود مطرح کنید. هميشه برای حل یک مسالهُ دشوار باید در جست‌و 
جوی مساله‌های ساده‌تری بود (که البته به مسالهُ اصلی مربوط باشند) و با 
تلاش برای حل این مساله‌های ساده‌تر» راهی مستقیم یا غیر مستقیم؛ پرای 
حل مساله اصلی بیدا کرد. 

اکر مساله را حل کردید. با راه حل کتاب مقایسه کنید. کدام ساده‌تر و 
زیباتر است؟ راه حل شما یا راه حل کتاب؟ و اگر بعد از تلاش‌های بسیار 
موفق به حل آن نشدید. آن وقت به حل کتاب مراجعه کنید. شما با تلاش 
خود» ولو اين که نتوانسته باشید مساله را حل کنید» سود خود را برده‌اید. 
تلاض‌های شماء دهن و انديشة شما را نیرومندتر کرده است و در ضمن 
با دیدن راه حل کتاب. متوجه می‌شوید. چه روش‌هابی را مورد آزمایش قرار 
نداده‌اید و یا در کجاها دچار گمراهی شده‌اید! 

روی هر مساله به اندازهُ کافی بیندیشید و عمل کنید؛ اين» مهم‌تر از آن 
ات که موفق په حل آن بشوید یا در نیمه راه بمانید! اگر روی: یک مساله؛ 


به اندازهُ کافی اندیشیده باشید» حتا در حالتی که نتوانسته‌اید آن را به نتیجه 


۱ 0 


برسانید» برای شما بسیار سودمندتر از حالتی است که به راه حل ۱۰ مساله» 
به کمک دیگران و یا کتاب‌های حل مساله» بی برده باشید. 


تمرین‌ها 

۱ عددی دهدهی و کوچکتر از واحد را» به این ترتیب ساخته‌ايم : 
نخستین رقم بعد از ممیز را برابر باقی‌ماندهٌ حاصل از تقسیم *۲ بر ۷؛ دومین 
رقم بعد از ممیز را برابر باقی‌ماندٌ حاصل از تقسیم ۲۳ بر ۷؛ سومین رقم بعد 
از ممیز را برابر باقی‌ماندهٌ حاصل از تقسیم ۲۳ بر ۷+ ... و به طور کلی؛ 
امین رقم بعد از ممیز را برابر باقی‌ماندهُ حاصل از تقسیم ۲۳ بر ۷ می‌گيريم. 
ثابت کنید؛ این کسر دهدهی؛ یک کسر دوره‌ای (متناوب) است. کوچکترین 
دورهٌ گردش آن را پیدا کنید و» سپس؛ آن را به صورت کسر متعارفی بنویسید. 

۲ آیا می‌توان ۳۸ عدد طبیعی متوالی طوری پیدا کرد که» مجموع آن‌ها؛ 
بر ۳۸ بخش‌پذیر باشد؟ 

۳ » و ۵ را دو عدد دلخواه و نا برابر فرض می‌کنيم : ۵ ع< ۰۵ تفاضل 


دو عدد » و ۵ را برابر » می گیریم: 
6 < 6 - بای +9 < ») 
برابری ۷0 - 6 < ۵ - 6 روشن است. دو طرف برابری را می‌توان در یک 


در 6 +0 ضرب می‌کنيم (0 با » + ه برابر است) و به ترتیب» عمل‌های 


زیر را انجام هی دهم ۰ 


:0 -- 6 < 0 - ) 
((0 - 6()6 ۵4) ع< (0 - 0106 


1 - 6» < ۵9+ 66-9 - 6: 


۱ِ 


6 - 6-6 < 6 9" - 0: 
66 - 0 6( < 66 - 9 - 6(( 


6» < 0 


دو عدد دلخواه و مختلف ۵ و 0 برابر شدند. چه اشتباهی کرده‌ایم؟ 

۲ ظرفی »۱ لیتری پر از آاب است. دو ظرف خالی» یکی ۷ لیتری و 
دیگری ۳ لبتری در اختیار داریم. چگونه می‌توان ۱۰ لیتر آب را» به دو بخش 
برابر ۵ لیتری تقسیم کرد؟ ظرف‌ها؛ درجه‌بندی نشده‌ان. 

*. دنباله‌ای از عددهای طبیعی را نوشته‌ايم که» جمله‌های آن بر ۲ و 
۲ بخش‌پذیر نباشند : 


۵,۷, ۱۱ ۱۳, ۸۰ 


الف) صدمین جمله این دنباله جه عددی است؟ 

ب) امین جملة دنباله» جه عددی است؟ 

۶ در شکل ۰۱ کیوان» آرشء مانی؛ گودرز و بهروز ایستاده‌اند. مانی 
از همه بزرگتر نیست» ولی از گودرز؛ آرش و کیوان بلندتر است. آرش کنار 
کیوان ایستاده و از او کوچکتر است. گودرز؛ برای اين که دستش به کلید 
برق برسد» یا از چهار پایه استفاده می‌کند و یا از برادر بزرگترش آرش کمک 
می‌گیرد. نام بچه‌ها را از راست به چپ مشخص کنید. ۱ 

۷ 7 علدی طبیعی است. کوچکترین عدد 7 را بیدا کنید» به نحوی 
که عدد 

۴: فوست. ۱ 
بر ۱۷۳ بخش‌پذیر باشد. 


۸ این مجموعه داده شده است : 


۴1 ل :از 


۱ 


همه زیر مجموعه‌های مجموعة 11 را؛ به صورت یک دنباله» طوری بنویسید 
که هر جمله دنباله» نسبت به هر یک از جمله‌های مجاور خود تنها در یک 
عضو اختلاف داسته باسشد. 

٩‏ نیم دایره‌ای به قطر ۸17 رسم کرده‌ايم. نقطهُ /) وسط ۸ و نقطه 
( وسط 17 ) است. اکنون سه نیم دایره؛ به ترتیب به قطرهای ۸ 6 
و 1(1 رسم مي‌کنيم. 

طول کمان نیم دایرةٌ اصلی بیشتر است یا مجموع سه طول مربوط به 
کمان‌های سه نیم دایرة کوچکتر؟ 

اا دای ۱ ار اش عمل مختلف از عمل‌های 


جمع» تفریق؛ ضرب و تقسیم بنویسید به نحوی که از هر رقم یکبار» و تنها 


۱۳ 


یکبار» استفاده شده باشد. مثلاً به این سه عمل توجه کنید: 


۱ 4 ۸ ه‎ ٩ 
۷ ۲ج .بت‎ 
۷ ۰.۰۱۴ جت‎ 


سه عمل» مختلف‌اند (جمع» تفریق و تفسیم) ولی از عدد ۴ دو بار استفاده 
شده است و عدد ۶ مورد استفاده فرار نگرفته است. شما پاسخ درست را پیدا 

۱ مربی کودک. چند بچه را به کنار میز آورد. روی میز ؛ در ظرف‌های 
جداگانه. موز و سیب و گلابی گذاشته شده بود. مربی از بچه‌ها خواست از 
هر میوه‌ای که دوست دارند» یک عدد بردارند : 

۷ نفر موز؛ ۶ نفر سیب؛ ۵ نفر گلابی؛ ۴ نفر موز و سیب؛ ۳ نفر 
موز و گلابی؛ ۲ نفر سیب و گلابی و ۱ نفر موز و سیب و گلابی برداشتند. 
جند کودکی دور میز جمم شده بودند؟ 

۲ پنج مربع» به صورتی که در شکل ۳ می‌بینید» روی یک مقوا رسم 
شده‌اند. می‌خواهيم با رسم خط‌های راست؛ آن را به ۲ بخش طوری تفسیم 
کنیم که؛ با کنار هم گذاشتن اين ۳ بخش؛ یک مربع به دست آید. 

۳ تابث کنید عدد ۰۵۷۵۹۹ عددی مرکب است. 

۴ ۰7 عددی طبیعی و ۱ 1 عددی ده رقمی است. تابت کنید 
در بین رقم‌های عدد ۱+ ۲ دست کم دو رفم برابر وجود دارد. 

۱۵ ۲-۱ ۵ 


و ی مس 
۴( کید ۲-۰ ۸۱ 


به این برابری‌ها توجه کنید: 


ط عد‌دی درستا ان 


۱۵ - ۲۳ 4۷۱۱, ۱۶ < ۳۲ ۷۰: 
۱٩ -< ۴۳ +۳: ۳۰ < ۵۲ + ۵[ 
۶۲ -- ۷۳ 1 ۱۳۰ ۷0 ح‎ ٩۳ 4 ٩ 


۱۴ 


شکل ۲ 


هر عدد به صورت مجموع دو عدد نوشته شده است که یکی از آن‌ها مجدور 
کامل و دیگری عددی اول است. چند عدد طبیعی وجود دارد که نتوان آن‌ها 
را به این صورت نوشت؟ 

۷ *# و ل عددهایی سه رقمی‌اند. * را یکبار در سمت راست ۷ و 
بار دیگر در سمت چب آن نوشته‌ايم ؛ دو عدد شش رقمی به دست می‌آید. 
ثابت کنید تفاضل این دو عدد شش رقمی بر ۳۷ بخش‌پذیر است. 


۵ ۰0 و و »۰ طول‌های ضلع‌های یک مثلث‌اند و می‌دانیم : 
(م + 0 + ۲/۵۳ ۱۳ ام بد ان + آم) 
پانیة قند) این متلت ‏ فائم‌الزاویه ا وتان 

و اد عددی مرکب است. 

و , اق عددی اب طبیعی و زوح و می‌دانيم؛ می‌تو ان آن راء له تسه ز سا 
مجموع توان‌های دوم دو عدد درست نوشت. ثابت کنید؛ - را هم می‌توان 
ت صو رت هسیک توان‌های رم دور شلد درس نوست.. 

۱۷ . . سه زیر مجموعه , بی بایان از مجمو عه 4 عددهای طبیعی طوری در 


نظر می‌گیریم که دو به دو » عضو مشترکی نداشته باشند (سه زیر مجموعه؛ 


۱۵ 


مجموعه‌هایی «جدا از هم) هستند). ثابت کنید» می‌توان دو عدد 6 و را از 
دور زیر مجموعه مختلف طوری انتخاب کرد که مجموغ آن‌ها؛ یعنی 9 + 0) 
عضو مجموعه سوم نباشد. 

۲ سه عدد طیعی مختلف ر مجذور ور سس ۰ با هم جمع کرده‌ايم. 
ثابت کنند) اگر این مجموج رآ دوباره مجذور کنیم» عددی به ذدست می‌آید 
۲ + "۰0 عددی اول است؟ 

۴ نا ورد ۲۳۲۹۲۳۸ +4 ۱ عددی اول است؟* 

۴ . کسر دهدهی 

۰۱۳/۳۰۰۰ 


که در آن» ۰4 ا؛ 6 ...) هر کدام یی رفم‌اند» به این ترتیب ساخته سده 
اس رقم‌های 6 و 6 دلخواهند؛ از آن به بعد؛ هر رقم برابر است با رفم 


سمت راستٍ تس و دو رفم پیش از خود. ابت کنید» این کسر دوره‌ای 
(متناوت) است. 

یت کند: علد ۱۲۳۲ -۰ ۱۷ بر ۱8 تخد یلیر است. 

۷ هر یک از 7 عدد ۰۱ ۰۲ ...۰ 77 يا برابر است با ۱+ و یا 


۵ج بر رامع 2۲۵2۳ ۴ 11۳۱۲ 


ثابت کنید» :1 مضرب ۴ است. 

۶ ۶ نفر به تصادف به هم رسیده‌اند. ثابت کنید» می‌توان ۳ نفر در 
بین آن‌ها بیدا کرد که یا هر ۳ نفر با هم آشنا باشند و یا هیچ دو نفری از 
آن‌ها» یکدیگر را نشناسند. 


۱ 


۹ ار بدانیم: 


۱ > ام :۱ > |۵| ,۱ > |۱۵ 


ره 0-4 - 6 - +6 


۰ ۷ مثلث برابر و متساوی‌الاضلاع مقوایی انتخاب کرده‌ایم و دررأس‌های 
هر مثلث عددهای ۱ و ۲"و ۳ را نوشته‌ايم. مثلث‌ها را روی هم قرار داده‌ايم 
۷ صسورت یک سون عرآید (به شکل یگ متشور با قاعد؛ مثلشی). آپا سمگزه 
است؛ مجموع عددها» در هر یال جانبی منشور برابر ۵۵ شود؟ 

۶ درستی این اتحاد را ثابت کنید: 


۳ و ۳ + 5 ۳ ۳ 1 7 ۳ 
ادا ۲ ۹ جوز ۹ 


۱ ۱ ۱ 


<< | ۳ ۱ 7 


۴ تابت کنید» عدد 
۶ 4 ۶۶ ۴۵ +4 ۱5 24 ۸۳ < ۵۳ 


۳۶ ۰6 ۰9 ۰6 0 و 1 عددهایی درست‌اند و می‌دانيم : 


۳ < ۸۲ + ,۵ < ۸۷ + آه 
ثابت کنید» عدد زیر مجذور کامل است: 
(۸ - 04 +66( +0()6 + ۲/6 


۱۷ 


5 برای سمه تلد درست 00 و و و 0 می‌دانیم : 
< ع 41 ٩+‏ »6 


ثابت کنید (*» + "0 + ۲)۵۲ مجذور کامل است. 

۵ انوشه و روزبه» هر کدام با اتومبیل خود. در یک زمان» از شهر 
۸ به طرف شهر 1 حرکت کردند. انوشه نصف راه را با سرعت ۶۰ کیلومتر 
در ساعت و نصف دیگر راه را با سرعت ۸۰ کیلومتر در ساعت بیمود؛ ولی 
روزبه. همه راه را با سرعت ۷۰ کیلومتر در ساعت رفت. آیا با هم به شهر 
7 می‌رسند؟ و اگر پاسخ این پرسش؛ منفی است روشن کنید. انوشه در 
چه فاصله‌ای از شهر ۸ باید سرعت خود را به ۸۰ کیلومتر در ساعت برساند 
تا هر دو با هم به شهر 11 برسند؟ 

تلز سه خانواده: ٩‏ بطری شیر خریدند؛ بطری اول یک لیتری؛ بطری 
دوم دو لیتری» بطری سوم ۲ لیتری» ...۰ و بطری نهم ٩‏ لیتری بود. چگونه 
می‌توان این ٩‏ بطری را» بدون تقسیم شیر داخل هر بطری» بین این سه خانواده 
تقسیم کرد به نحوی که هر خانواده سه بطری داشته باشد و. در ضمن» 
مقدار شیری که به آن‌ها می‌رسد» یکسان باشد. 

۴۶ ایت کند؛ غارت 


۳ سل و ۱ و در ود ود ود ۱) 
برای هر مقدار تحقیقی ؛ نمی‌تواند منفی شود؟ 
۰0 0 6 ۰ و ۰2 عددهایی حقیقی‌اند و می‌دانیم : 
,۰ + 2 + ۵2 << را ,جع + رن +4 02 << ۸ 
,5 + لا 4 02 ع را ,ي + 2 1 اه << ۱۸۲ 


۱۳ < 2 +۱ ٩+ ,ره‎ ۲۲ < ۱+ 02 ٩+ 2 


۱۸ 


ثابت کنید» به شرط 0۱۷۷۲۳ << ۰1/۱1/۲۷۸۳ داریم : 
[۲۳ ,0۲ ,10۱ - [۳ ,11۱۱1۲ 


۹ . غد‌دی ت رفمی ۳ ۳۱ بخش بذیر اس تاج ثایت کند) هر بل ق 
بخش‌پذیر است. 
یادداشت. عبارت ‏ + ۸06 را در نظر بگیرید. فرض کنید» حرف‌های 
#۱ )3 0( و 0 را به همین ترنیب؟ روق محیط دایره‌ای نوسته باشیم : / زب 
از 6؛ » بعد از 0+ 0 بعد از » و » بعد از . اگر در عبارت مفروض؛ هر 
حرف را به حرف بعد از خودش تبدیل کنیم (» به 0 زا به 6 6 به ) و ) 
به 6)» آن وقت می‌گویند» یک تبدیل ذُوری انجام داده‌ایم. تبدیل‌های ذوری 
عبارت 1 + ۰0۳06 به ترتیب» جنین‌اند : 
۵ + آعر 
6 + 00 
+ 616 
یل ذوری عبارت اخیر؛ همان عبارت مفروض می‌شود. 
اکنون؛ به عنوان نمونه عدد پنج رفمی 


۳۶ ۳۵ 


را در نظر می‌گيريم. عددهای پنج رقمی که از تبدیل دوری رفم‌های این لد 


به دست می‌آید ؛ چنین اند : 


۳ ۷۵۴ 
۱ ۳۳ 


۱۹ 


۱(۰۶۱ 
(2 


تبدیل بعد‌ی ) حود عدد اصلی را می دظل. (عدد اصلی بر ۴۳۱ بخش بذیر 
است؛ در نتیجه» چهار تبدیل ذوری آن هم بر ۴۱ بخش‌پذیر می‌شود: 
آزمایش کنید!). 

۳ . ۵ و دو علد طبیعی‌آند و می‌دانیم 004۱+ 6 بر 0 آو 
بخش پدیر اسیت تابت کل 1 حد ), 

۶ . ثابت کنید» عدد 


۵۱۲۳ + ۶۷۵۲ 1 ۲۳ 


عددی مرکب است. 

۶ در چهار جعبه هم اندازه و هم شکل» مهره‌هایی وجود دارد: در 
یکی سه مهرهُ سیاه» در دیگری دو مهرة سیاه و یک مهرهٌ سفید در سومی 
دو مهرة سفید و یک مهرة سیاه و در چهارمی سه مهر؛ سفید. روی هر یک 
از جعبه‌ها برچسبی وجود دارد: «۳ سیاه» ۲۰ سیاه و ۱ سفید» :۲ سفید 
و ۱ سیاهه ۲ سفید». ولی نوشتة هیچ برچسبی با مهره‌های درون آن جعبه 
تطبیق نمي‌کند. جعبه‌ها را جلو چهار نفر گذاشته‌ايم به نحوی که هر کس تنها 
برچسب روی جعبه خودش را می‌بیند. هر کس باید ۲ مهره را به تصادف 
از جعبهٌ خود بیرون بیاورد و بدون این‌که به داخل جعبه نگاه کند» رنگ مهره 
باقی مانده در جعبه خود را اعلام کند. 

لاله قو مها جمیه شاد بر ون آررد و بلافالد گدت: 

«من.۲ مهرة سباه بیرون آورده‌ام و می‌توانم رنگ مهرُ باقی‌مانده را اعلام 
کنم 


دومی هم بعل از بیرون آوردن 1 مهره » گفت.: 


امن ۱ مهرة سیاه و ۱ مهر؛ٌ سفید بیرون آورده‌ام و رنگ مهرة باقی مانده 
را می‌دانم». 

سومی ۲ مهره بیرون آورد؛ به برچسب روی جعبةٌ خود نگاه کرد و گفت : 

من ۲ مهر؛ سفید بیرون آورده‌ام» ولی نمی‌توانم رنگ مهرهٌ باقی‌مانده را 
بیدا کنم». 

چهارمی؛ بدون این که به برچسب روی جعبةٌ خود نگاه کند» گفت : 

«نیازی ندارم مهره‌ای از جعبه بیرون بیاورم. من می‌توانم حتا بدون نگاه 
کردن به برچسب روی جعبه؛ رنگ مهره‌های داخل اين جعبه را بگویم. در 
ضمن ؛ رنگ مهره‌های بافی مانده در هر جعبه دوستان خود را هم می‌دانم». 

چه مهره‌هایی در جعبه‌های سه نفر اول باقی مانده و چه مهره‌هایی در 
جعبهٌ نفر چهارم قرار دارد؟ 


۳۱ 


۱ دستگاه محو رهای مختصات 


۱ طرح مطلب. در خیابان یا کوچه» جلو خانهٌ خود ایستاده‌اید. 
رهگنری از شما نشانی جایی را می‌پرسد وشما پاسخ می‌دهید: از همین 
جا از سوی دست راست من ۵۰۰ متر بیش بروید؛ به جایی که می‌خواهید 
می‌رسید»: 

اکنون فرض کنید» در اتوبوس یا هواپیمای در حال حرکت؛ پهلوی کسی 
نشسته‌اید و او نشانی محلی را از شما می‌پرسد. اگر شما پاسخ بدهید که «از 
موی دست وفست من بعد از ۵*0 مره آن را بیدا می‌کنیده. آبا هم سفر 
ما قانع باعواهد شد؟ او به طور طییعی از شما می‌پرسد: از کجاء از کدام 
نقطه. باید ۵۰۰ متر بروم تا به جایی که می‌خواهم برسم؟» 

برای دادن نشانی؛ باید نقطهٌ آغاز حرکت را مشخص کنید. بدون آن» 
کسی از سخن شما سر در نمی‌آورد. 

با فرض کنید بگویید: «جای مورد نظر شماء در ۵۰۰ متری این 
جاست». باز هم نشانی شما دفیق نیست. از چه سمتی باید ۵۰۰ متر برود 
نا به جایی که می‌خواهد. برسد؟ 


۳ 


شکل ۴ 


برای دادن نشانی؛ باید سوی حرکت را تعیین کنید. 

همچنین فرض کنید» پاسخ شما در برابر کسی که نشانی جایی را 
می‌برسد) این جمله باشد: «محل مورد نظر شما در سمت راست است و 
تا اینجا» ۵۰۰ تا فاصله دارد». ۵۰۰ تا چی؟ ۵۰0 گام؟ ۵۰0 متر؟ ۵۰۰ 
شماره شهرداری؟ 

برای دادن نشانی؛ باید واحد عددی را که می‌گویید؛ روشن کنید. اگر 
کوجه یا خیابانی را» که از جلو خانةٌ شما می‌گذرد» یک خط راست فرض 
ی باید روی این خط راست؛ نقطه آغاز حرکت» سوی حرکت و واحد 
حرکت معین باشد تا جای دقیق نقطة مورد نظر» معلوم شود. 

نقطهٌ آغاز حرکت را؛ مبداء؛ سوی حرکت را؛ جهت. و واحد اندازه‌گیری 
را واحد با یکه می‌گویند. 

۲.محور. هر خط راستی را که» روی آ؛ مبداء جهت و واحد مشخص 
شده باشد» در ریاضیات» محور پا آسه نامیده‌اند. محورء این توانائی را به ما 
می‌دهد که» هر نقطه از خط راست را» با یک عدد بیان کنیم. 

شکل ۰۴ یک محور را نشان می‌دهد: نقطه 0 مبداء را نشان می‌دهد 
و نشانة بیکان» که در انتهای راست محور گذاشته شده است؛ جهت. را 
مشخص می‌کند. اندازهٌ واحد هم به طور جداگانه داده شده است. 

ولی هنوز باید تعریف را دفیق‌تر کنیم. «سمت راست» و سمت چپ». 
مفهرم‌هایی ریاضی نیستند: ۳ واحد در سمت راست با ۲ واحد در سمت 


چسا ا ت تفاوتی دارزد؟ این مطلب را از قبل هج می‌دانیم : شتا راست 


۳۳ 


م ‌ ۳ 


شکل ۶ 


مبداء را (یا بهتر بگوييم نقطه‌هایی از محور را که» نسبت به (0 در سوي 
جهت پیکان هستند) با عددهای مثبت و نقطه‌های سمت چپ مبداء را با 
عددهای منفی نشان می‌دهیم. 

در شکل ۰۵ نقطه ۰۸ با عدد ۳+ و نقطهٌ ۰۳۶ با عدد ۳- نشان داده 
می‌شود. نقطة 0 (نقطة آغاز یا مبداء) نمایندهٌ عدد ۰ است. 

در شکل ۵ دو مزاحم دیگر وجرد دارد. یکی از اين مزاحم‌ها؛ واحد 
است که باید بیرون از محور نشان داده شود و دیگری علامت پیکان است 
که» اگر با عدد مثبت بزرگی سروکار داشته باشیم» از مرز پیکان می‌گذرد و 
دشواری ایجاد می‌کند. 

در شکل ۶ هر دو دشواری را حل کرده‌ايم. واحد را روی محور برده‌ايم 
و نشانه پیکان را در انتهای راست آن فرار داده‌ایم. 

در چنین حالتی» باره‌خط راست 7 را (مواظب باشید: 7 نه )7 ؛ 
جهت مثبت را رعایت کنید)» بردار واحد گویند. 

در شکل ۰۶ محور را 22 یا 702 ناميده‌ايم. توجه کنید: 22 (و نه 
"2 در اساس یک خط راست است و. بنابراین» از هر دو سمت؛ بی‌بایان 
است؛ به همین مناسبت؛ بهتر است حرف‌های "7 و 2 را زیر یا روی خط 
راست (و نه. در امتداد آن) بنویسیم تا خط راست (یعنی محور) بتواند تا هر 


وش 


شکل ۸ 


جا که مایل باشیم ادامه بیدا کند. اگر 2 و 7 را» به صورتی که در شکل 
۷ دیده می‌شود قرار دهید» ادامهةٌ محور را» چه از سمت چپ (منفی) و چه 
از سمت راست (مثبت) دجار دشواری می‌کند. 
اگر بخواهیم بردار واحد 07 را؛ به طور جداگانه» بنویسیم به صورت 
0 می‌نویسیم و اگر بخواهیم مشخص کنیم که طول آن؛ برابر واسحد است؛ 
می‌نویسیم : 
.<< | 01 


یادداشت. تعریف ریاضی بردار راء به موقم خود در اين دوره از کتاب‌ها 
خواهید دید؛ در این‌جا تنها با نام آن و برای بُردار واحد آشنا شده‌اید. 

۳ نقطه‌های واقع بر یک محور و مجموعه عددهای حقیقی. اکنون به 
سادگی متوجه می‌شویم که» می‌توان مجموعهُ عددهای حقیقی را با مجموعةُ 
نقطه‌های واقم بر یک محورء در تناظر یک به یک قرار داد» یعنی» هر نقطهٌ 
وافع بر محور» با یک عدد حقیقی متناظر است و؛ برعکس هر عدد حقیقی 
متناظر با یک نقطه از محور است. 

در شکل ۰۸ نقطة ۸۸ متناظر با عدد ۴+ و عدد ۳2- متناظر با 
نقطف ۸۷ است؛ همچنین نقطه‌های 7 ۰۸ 7 و ۰0 به ترتیب متناظر با 
عددهای ۰۱ ۰۲ ۲ و ۳؛ و عددهای ۱- ۲ ۳ و ۴ به ترتیب 


۲ ۵ 


متناظر نقطه‌های 4 ۳[ ) و (] هستند. 

عددی را که متناظر با نقطه‌ای از محور باشد. طرل آن نقطه می‌نامند و 
با 2 نشان می دهند (به همین مناسبت»؛ محور 272 را؛ محور طول‌ها یا 
محور 7 ها هم می‌گویند ؛ معمول شده است که محور طول‌ها را به صورت 
افقی در نظر بگیرند» ولی اين» اجباری نیست و. در حالتی که ضرورت داشته 
باشد؛ می‌توان آن را به هر صورت دیگری در نظر گرفت) ؛ اگر بنویسیم م2 
یعنی طول نفطه 1 پس 


ااح رو ,۲ب ۳-2 ا< ۳ تسس 


۵ 

و البته » -. م3 
طول یک نقطه را. مختص آن نقطه هم می‌نامند: مختص نقطهٌ (] عبارت 
است از ۵ و مختص نفطهُ (۰1 ۴- است (در روی شکل ۸). در ضمن: 
همیشه» مختص یک نقطه راء در سمت راست نام نقطه و در داخل پرانتز 


ی یس : 
ِ" ار ۳ 
(۵)۰ ,(۴+)0, | ۹ ۳ ۳ 
بردار واحد را هم » گاهی با حرف 6 (و به صورت سباه) تشان مي دهد : 
1-6( 
۴ مختص نقطه‌ای که وسط دو نقطه مفروض است. فرض می‌کنیم : 
(۲)۵ ,(0)ظ ,(۸۸)6 


نظر گرفته‌ايم. می‌خواهيم 7 را بر حسب ۵ و ۵ پیدا کنیم یعنی با معلوم بودن 
مختص دو نقطه از یک محورء مختص نقطهٌ وسط آن‌ها را به دست آوریم. 


۳۶ 


٩ شکل‎ 


در شکل ۰٩‏ سه حالتِ ممکن» نشان داده شده است: در حالت الف؛ 
0 و 9 مشت؛ در حالت ب. 4 و ۵ منفی و در حالت ج؛ 6 مثبت و ا منفی 

برای سادگی بحث. یک قرارداد را می‌پذيريم : وقتی ‏ و () دو نقطه 
از صفحه باشند» فاصله از ۳ تا م6» یعنی اندازهُ باره خط راست )۳ را به 
صورت |60 | نشان می‌دهيم. 

الف) با توجه به شکل ٩‏ الف؛ داریم: 


:۱ - ۱۵8۱ < ۱۸/8۱ - ۱0۱ - (/۱0۸ ) 
اق(3 +۱0۸۱ > ۱۸۸/۱ +۱0۸۱ ع |۱026 
اگر اين دو برابری را پا هم جمع کنیم» به دست می‌آید : 
(۲) ۱ + ۱۵۸۱ << |۲۱۵۸ 
در این حالت» ۰6 ه و ۰27 عددهایی مثت‌اند» یس 
8 ۰۱08۱ < ۰,۱0۸ - ۱0/۱ 


۳۷ 


و بنابراین خواهیم داشت 


سل و یا 9 + < »۲ 


که می‌توان آن را این طور هم نوشت: 


و2 ۲ 2 _ 


۱۳( هت < ی 


سك 
ب) روشن است که با منفی بودن » و ۰6 مقدار 2 هم منفی می‌شود. 
اگر شبیه حالت قبل عمل کنیم» به همان برابری (*) می‌رسیم که در آن 
8- 09۱ ,مت |04 نو ۱0/۱ 
+ »6 (] - 6 - 


< زو یا 
۲ ۲ 


حت 8 


ظِ دوباره؛ همان برابری (۱) به دست می‌آید. 
ج) در این حالت ۰ < ۵ و » > ۵ و |»| < || فرض کرده‌ايم (اگر 
داشته باشیم || < |»۱؛ با روش مشابهی به نتیجه می رسد). داریم : 


۰( - 7۱۸۱ - |۱۵0۸ - ۱۸۶۸۱ > |/۱02 
۸( - ۱۵2۱ < ۱۸/2۱ - ۱08۱ < 10۸/۱ 
که از مجموع آن‌ها به دست می‌آید : 
۱۵ + |۱0۸۱ - |۲۱۵۸ 
در این جاء با توجه به شکل داریم: 
8- - |۵1 ,» < ۵۸۱ ,2 < |۱0۵۸ 


۲۸ 


و بتابراین به دست می‌آید : 


6 + 6 ۱ 
سب حد و یاو س 6 << ۲ 


در این حالت هم همان پرابری (۱) به دست می‌آید: برابری (۱) دستوری 
کلی؛ برای بیدا کردن مختص وسط دو نقطه معلرم است. 

۵ فاصله بین دو نقطه. روی همان شکل ٩‏ و با در نظر گرفتن همان 
سه حالت» می‌توان دستور زیر را» برای محاسبهٌ فاصلهٌ بین دو نقطه از یک 
محور را (یعنی محاسبة طول باره‌خط راستی را که مختصاتِ آغاز و بایان آن 
معلوم اشت) به دست آورد: 

اگر (۸)0 و (9)9 آن وقت 
۳( ۵ - »| < |۸| 
مثلا برای حالت ج در شکل ۹ داریم : 

۵۱ + ۵۸| |۱۸ 
دز ین حالت ۱« 6۸۱ و و تِ 0 و بنابراین 
6 < |۸| 


در این جا ها - 4 مقداری مثبت است ولی در حالت کلی (جون ممکن 
است» عدد ۵ از عدد » بزرگتر باشد) باید علامت قذر مطلق را برای 9 - »6 
در نظر گرفت (طول یک باره‌خط راست نمی‌تواند منفی باشد)؛ در این 
صورت 0 - »| با | - 0] فرق نمی‌کند و. در هر دو صورت. درازای 
باره‌خط راست را به ما می‌دهد. 

۶ مقدار جبری پاره‌خط راست واقع بر محور. دو نقطهٌ ۸ و 3۶ را 
روی محور 7 در نظر می‌گيريم. اگر جهتٍ از ۸ به ‏ با جهتی که 


۳۹ 


روی محر انتخاب کرده‌ايم؛ یکی باشد» اندازه باره حط راست طظ۸ ر متبت 
و» در غیر این صورت؛ منفی می‌گیریم و آن را» مقدار جبری باره‌خط راست 


می‌دهند. به این ترتیب» روشن است که 
(۳) ۸ + ۸۳ با ۸ 9- - ۸ 


مقدار حبری باره‌خط راست واقع بر محور را» می‌توان بر حسب دو مختص 
آغاز و بایان آن نود شت؛ 


(درستی این دو برابری را» خودتان روی یک محور آزمایش کنید؛ حالت‌های 
مختلف را برای جای نقطه‌های ۸ و 1 نسبت به مبداء در روی محور در 
نظر بگیرید و» در هر حالت؛ درستی برابری‌ها را نتیجه بگیرید.) 

#یادداشت. قضیه‌ای به نام قضیه شال وجود دارد که» در واقع» شکل 
کلی و عمومی برابری (۲) است : 

اگر نقطه‌های ۰۸ 9[ 0 ([. ...۰ ۰۸۷ 1 و ر] را به دلخواه. روی 
محور 2 3 انتخاب کنیم؛ هميشه داریم : 


/ [ + ۱۲ + ...+ ان + ۲0 + ۸ 


که آن را به این صورت هم می‌توان نوشت : 


 ۲۴(‏ هر را ار و رل رت ول واگ 


درستی برابری (۴) را» می‌توان این طور مجسم کرد: اگر از نقطهٌ ۸ آغاز 
کنیم. ابتد! در جهت از ۸ به 7 بعد در جهت از ] به ن) و غیره حرکت 


۳ 


کنیم تا به نقطه با برسیم و سرانجام در جهت از ,] به ۸ پیش برویم 
در پایان حرکت. به همان نقطهٌ آغاز ۸ می‌رسیم؛ مثل اين که از ۸ حرکتی 
نکرده‌ایم. 

ولی اين قضیه را می‌توان با دقت ریاضی» ثابت کرد. 

اول؛ فضیه را برای حالتی که با سه نقطه سرو کار داريمی ثابت می‌کنيم. 
برای سه نقطه‌ای که روی یک محور باشند» یکی از شش حالت ممکن است 
پیش آید ؛ سه نقطه را ۰۸4 17 و ) نامیده‌ايم و این شش حالترا روی شکل 
۰ نشان داده‌ايم (برای سادگی کار؛ مبداء و جهت و واحد را روی شکل‌ها 


نیاورده‌ایم» زیرا در استدلال ما انری ندارد). 


برای هر یک از این شش حالت با توجه به شکل روشن است: 


(در حالت ۵ » این نتیجه را روی شکل نشان داده‌ایم) و یا 
ه < ۸) + لو + ۸ 


اکنون» پرای اثبات فضيهة شال. وقتی با ۴ نقطهٌ ۰۸ ۶[ و ( سروکار 
داشته باشیمء نیازی به رسم شکل نداریم: برای سه نقطه ۰۸ ۶ و ب) 


می‌دانیم: 
0 < ۳0 + ۸ 
بنابراین 
< (]0) +0 + ۸) < 01 + 50 + ]۸ 
( < رن + ۸0 - 
و یا 


ه < ۸( + (]0 + 0 + ۸ 
به همین ترتیب» درستی قضیه برای ۵ نقطه؛ به کمک درستی آن برای ۴ نقطه 


آید. 
: ۲ مختصات نقطه واقع بر صفحد 


۱ طرح مطلب. دوباره به موضوع «آدرس» برگردیم. رهگنر از شما 
که در جایی ایستاده‌اید» نشانی محلی را می‌پرسد» ولی محل مورد نظر او 
در همان خیابانی که شما در آن ایستاده‌اید» نیست. به عنوان مثال پاسخ 
می‌دهید : «از همین جا؛ ۱۰۰ متر به سمت راست من بروید؛ بعد به طرف 
شمال بپیچید و؛ در خیابانی که عمود بر همین خیابان است» ۵۰ متر حرکت 


۳۳ 


1 
تا 
ِا 
تا تا ات لت 


شکل ۱۱ 


کنید» به محل مورد نظرتان می‌رسید. به شکل ۱۱ توجه کنید: 0 جای 
ملاقات شما با رهگذر و ۰۷۲ نقطهٌ مورد نظر اوست. 

برای دادن نشانی نقطه ۰۸ از دو «جهت» (به طرف شرق و به طرف 
شمال) و از دو عدد (۱۰۰ و ۵۰) استفاده کرده‌اید. 

نقطهُ 1 روی محور 22 (خیابانی که در آن جلو منزل خود ایستاده‌اید) 
نیست. بنابراین» برای تعیین محل آن» یک محور کافی نیست و ناچارید از 
دو محور استفاده کند., 

اد. متعت‌های تقسات ای تفه اک رون مه ده مرن را و 
این شرط‌ها انتخاب کنید : 

۱) مبداء آن‌ها» یکی باشد؛ 

۲ بر هم عمود باشند؛ 

۳ اندازه واحد» برای دو محور یکی باشد. 

آن وقت» با یک دستگاه محورهای مختصات سروکار دارید (شکل ۱۲). 


په چند نکته توجه کنید : 

الف) معمول است که محورهای مختصات را به صورت افقی و قائم 
رسم می‌کنند» ولی این تنها برای سادگی کار است و» در صورت لزوم 
می‌توانند به هر صورتی که مورد نیاز است. باشند (شکل ۱۳)؛ 

ب) عمود بودن دو محور نسبت په هم باز هم برای سادگی محاسبه‌هاست. 
در حالت کلی» و اگر در جایی ضرورت پیدا کند» می‌توان دو محور را؛ نسبت 


۳۳ 


شکل ۱۲ 


به هم مایل در نظر گرفت (شکل ۳ ولی در این صورت محاسبه‌ها و 
رابطه‌ها» پیچیده‌تر و کار محاسبه دشوارتر می‌شود. 

در این کتاب همه جا؛ محورها را افقی و فائم و بنابراین عمود بر 
همم در نظر می‌گيریم ۳ مناسبت؛ دستگاه را دستگاه محورهای 
مختصات فائم می‌نامیم ؛ 

ج( برای این که شکل ساده‌تر باشد» جهت هر محور را» در جایی روی 
محور نشان می‌دهيم و از نشان دادن پُردار واحد (مگر در موردی که ضروری 
باشد) صرف نظر می‌کنیم ؛ 

د) اندازه واحدء اختیاری است و؛ بسته به موقعیت و بُعدهای کاغذه 
انتخاب می‌شود؛ ولی در هر حال» بهتر است؛ اندازه واحد را» در دو محور 
برابر یکدیگر در نظر بگیریم. در حالتی که» ناچار باشیم؛ طول پُردار واحد را 
در یک محور کوچکتر یا بزرگتر از طول بُردار واحد در محور دیگر انتخاب 
کنیم؛ باید این موضوع را ذکر و نسبت دو طول را یادآوری کنیم. 


ه) جهت مثبت را روی محور افقی؛ از مبداء به طرف راست و روی 


۳ 


شکل ۱۳ 


محور قائم از مبداء به سمت بالا می‌گيريم. 

در حالتی که محورها افقی و قائم نیستند» باید جهت‌ها را طوری 
انتخاب کرد که» اگر نیم خط راست 02 را بر خحلاف جهت حرکت عقربه‌های 
ساعت دور نقطه () دوران نیو بعد از یک دوران ٩۰‏ درجه» روی نیم حط 
راست 0۷ فرار گیرد که در این صورت. اگر نیم خط راست ۰0 به اندازه 
۰ درجه دور نقطةُ 0 و در خلاف جهت حرکت عقربه‌های ساعت؛ 
دوران کند. از چهار بخش صفحه (که به وسیلهٌ دو محور به وجود آمده‌اند) 
می‌گذرد و به ترتیب» آن‌ها را یک چهارم (یا ژبع) اول» یک چهارم (یا 
زبع) 2و یک چهارم (یا زبع) یر و یک چهارم ریا زبع) چهارم دستگاه 
محورهای مختصات می‌نامیم (در شکل ۰۱۲ اين رُبم‌ها را با عددهای رومی 
1 11 11 و 1۷ نشان داده‌ایم). 

۳۲ مختصات یک نقطه. با توجه به آن چه گفتيم می‌توانيم جای هر 
نقطه از صفحهٌ مختصات را (یعنی صفحه‌ای که با یک دستگاه محورهای 
مختصات فائم مشخص شده است) به کمک دو عدد مشخص کنیم. 

به شکل ۱۲ توجه کنید: اگر از نقطهٌ ۰/۷ عمودهای ۸1۸ و ۸۸۶ را 


۳۵ 


به دست می‌آید ؛ ۳ و ۲+ را مختص‌های (یا مختصاتِ) نقطهٌ ۷ گوییم 


و آن زا اين طور می‌نویسیم : 
2 6( )۸ 

۳ را طول و ۲ را عرض نفطه ۸۷۲ نامیده‌اند. در نوشتن مختصات یک نقطه؛ 

اول طول و» سپس عرضص آن را بنویسید. نقطه‌های ۸ و 1۶ هم در دست‌گاه 

مختصات شکل ۰۱۲ با دو عدد معرفی می‌شوند: 

۳ 


0 


۳ 2 (۲+ ,ه)ظ : 


اه 


مختص مبداء مختصات برابر صفر است : 


9 یا ( ,۰)() 


۳۶ 


شکل ۱۵ 


یادداست.. وفتی می‌نویسیم (۲,۷-)۸ ۲ را طول و ۷ را عرض نقطه 
ولی باید مواظب بود که واژه‌های «طول» و «عرضص» در این جا. با معنای 
معمولی آن‌ها؛ متل «طول اتای ۷ «طول باره‌حط راست اعر ص بارچه» ۴ 
غیره» فرق دارد. در این جا؛ «طول» و «عرض» به معنای «دو مختص» نقطه 
است. یه همین مناسیت ؛ شاید بهحر ناسند » به جای این در واه از وازه‌های 
فارسی «خفت» و «رست» استفاده شود تا از اشتباه احتمالی» جلوگیری شده 

۴ محاسبه مختصات وسط پاره‌خط . نقطهُ (۵ ,)۸ را در نظر می‌گیریم. 
می‌نامیم. می‌خواهيم. با معلوم بودن مختصات دو نقطه ۸ و کل مختصات 
نقطه ۸ را بیدا کنیم. مختصات ۸1 را 7 و 7 فرض می‌کنيم : 


(۵:,۱۱) ۸1 ,(4 بع) «(۵ ,۸)۵ 


۳۷ 


با توجه په شکل ۰۱۵ برای محور :2 (بدون توجه به محور قائم) داریم : 
(2) ۸ «(ع) ۱ ,(۸۱)6 
و جولن 1۳ وسط ۱ ۸ ات پس 


6-۷ 6 
۳ 


ججد ۳ 


به همین نرنیب) اگر از ۸ و ۶ و ۰۸۷ عمودهایی بر محور # فرود آوریم 
به سادگی به دست می‌آید : 


یعنی » اگر ۸ نقطةه وسط باره خط راست ۸ باشد» برای دو مختص 
(یعنی مختصاتِ) نقطهٌ ۸۷ داریم: 


ول ما ار 39 م3 _ 


۲ ۱ ِ ند 


۵ ول پارمخط راست در صفحه. شکل ۰۱۶ همه چیز را به روشنی 
نشان می‌دهد : اگر داشته باشیم: 


(2۲۱۷۲)ظ و (۸)2۱:۱۱ 
با توجه به مثلث فائم‌الزاوية ۰۸161 خواهیم داشت : 


۲( 1۲ 1۷( سا ( 2۲ س 2۹) بٍ ۸۱ 


۱۸| 


۱ (۳۹ سس‎ ۷ (۲  )1 - ۷(۲ 


۳۸ 


٩ *‏ ۳. مختصات در گذر تاریخ 


۱ در حلد اول (از جمله در صفحه‌های ۱۴۵ و ۱۸۸) اشاره کرده 
بودیم که ریاضی‌دانان پونانی» زير تأثیر نظام اجتماعی حاکم بر آن‌ها» ریاضیات 
هم که به رابطه‌ای يا مساله‌ای از «-حساب» پا «جبر» برمی‌خوردند» تلاش 
می‌کردند آن را به کمک شکل‌های هندسی نشان دهند و يا حل کنند. آن‌ها 
حجم مکعبی با ضلع به طول آن عدد؛ حاصل ضرب دو عدد را به عنوان 
مساحت یک مستطیل و ... در نظر می‌گرفتند. هنوز هم ما» "6 را» مربع 
و ۷ را مکعب 1( می‌گویيم. یونانی‌ها؛ حاصل صرب 11 را هم » مستطیل 
0 هی نامیدنل. 


۳۹ 


ِِ ۳ 
ی ج اب باق 


۵ 


شکل ۱۷ 


ریاضی‌دانان ایرانی ؛ با آن که خود «ریاضیات محاسبه‌ای» را» به صورت 
منطقی» دید آوردند و در طول زمان تکامل دادند. هرگز نتوانستند خود 
را از زیر تاثیر اين روحيهٌ یونانی‌ها آزاد کنند و هميشه می‌کوشیدند» برای 
استدلال‌های «جبری» خود؛ به هندسه هم متوسل شوند. 

مثالی بياوريم. در آخرین مسالهٌ جلد اول (مسالهٌ ۰)۲۴۶ رابطةٌ جالبی 
پیدا کردیم» که بناپر آن : 


۱۳ + ۲۳ +۳۳ +4 ۱4+ ۲4۳4 (۲ 


همین برابری را» ریاضی‌دانان ایرانی هم ثابت کرده‌اند» ولی نه با محاسبه؛ 


۴۳ 


به شکل ۱۷ توجه کنید؛ بخشی از یک مربع را که طول ضلع آن» برابر 
۲٩4 ۳+ ۴ 4 ۵4 4‏ +۱ 


استت: به مربع‌های کر جک یه ضلم واحل نشیم کرده‌ایم. ات تمامی 


موی بزرگ» برابر است با 
)۱( ۲( ۰۰۰۸+ ۲+۳ +۱) 


همین مربع را به بخش‌هایی» شبیه بأٌ» تقسیم کرده‌ايم و آن‌ها را یک در میان 
هاشور زده‌ایم. مربع سفید گوشة راست و بالا» مساحتی برابر ۱ (یا ۱۳) 
دارد. بخش بعدی (که هاشور خورده است) شامل ۸ مربع است و؛ بنابراین» 
مساحت آن برابر ۸ (يا ۲۳) است. بخش سوم که سفید است مساحتی برابر 
۷ (یا "۳) دارد. زیرا شامل ۲۷ مربع انتته چه ین فرتیب: بخ فاق 
بعدی» مساحت‌هایی برابر ۲ ۵ نج 1 حانید؟ پعتز مساعت. نماهن 


مربع بزرگ» برابر است با 
)۳( .۵۲+ ۴۳+ ۳+ ۲+ ۱ 


هستند و بنابراین 
۳۳۹۰۰4۲۱۲۳4۰+ ۲۳+ ۱۳ 


رابطه‌ای استوار » بین ریاضیات محاسبه‌ای و هندسه وجود داشته است. 
۲ ولی حل مساله‌های ریاضیات محاسبه‌ای» به یاری هندسه» دشواری‌هایی 
را به وجود می‌آورد که هم موجب یدید آمدن عدم دقت‌هایی در کار محاسبه 


می‌شد و هم تا حد زیادی» راه پیشرفت ریاضیات را سد می‌کرد. 


۴ 


نخستین دشواری از این‌جا ناشی می‌شود که در هندسه. با باره‌خط‌های 
راست سرو کار داریم و پاره‌عط راست؛ طولی مثبت دارد. بنابراین؛ اگر در 
مساله‌ای» بخواهیم جواب پا جواب‌های منفی را پیدا کنیم» اغلب نمی‌توان از 
چنان روش هندسی استفاده کرد که؛عددهای منفی را هم به ما بدهد. هندسه 
در حالت عاذی؛ همه‌جا با عددهای مثبت سروکار دارد. 

دسواری دوم مربوط به تقریبی بودن جواب است. وفتی جواب یک مساله 
را» به صورت یک پاره‌خط راست یا مقدار مساحت یک شکل به دست آوریم؛ 
در وافع» به یک عدد دقیق نرسیده‌ايم. طول پاره‌خط راست؛ یا مساحت یک 
شکل راء ند اندازه گرفت و اندازهگیری» هميشه همراه با آشتباه است و 
جواب را به تقریب به ما می‌دهد. ۱ 

دشواری سوم به تعبیر هندسی عددهای ,۰۵ ۰6۲ ۵۲ ... مربوط 
می‌شود. وقتی قرار باشد» 6۳ را ساحت مربعی به ضم 6۵ و "6 را حجم 
مکعبی په ضلع 4 در نظر بگیريم آن وقت دیگر برای توان‌های بالاتر 6 مثل 
"۵ و *ه و :..۰ نمی‌توانيم معنایی هندسی پیدا کنیم؛ زیرا فضای فیزیکی ما 
سه بعد دارد و فضاهای پنج بُعدی و شش بُحدی و غیر آن» بی معنا می‌شود. 

۳ ریاضی‌دانان قدیم (از آغاز تا سده ۱۷ ملادی) به عدد و شکل 
به صورت جیزهایی ثابت و بی تغییر نگاه می‌کردند. از دیدگاه آن‌ها» مساله‌ای 
را می‌شد مسالهة ریاضی به حساب آورد» که جوابی معین و ثابت داشته باشد؛ 
به زبان دیگر» مفهوم حرکت را؛ که از ویژگی‌های طبیعت است و» بدون در 
نظر گرفتن آن» هیچ پدید؛ُ طبیعی را نمی‌توان توضیح داد به ریاضیات راه 
نداده بودند. فیثاغورث و هواداران او» خط و از جمله خط راست را» شامل 
تعداد معینی نقطه به هم چسبیده می‌دانستند؛ به اعتقاد آن‌ها خط راست 
از کنار .هم گذاشتن تعدادی نقطه به دست می‌آید نه از حرکت یک نقطه 
دود یت ای یت تیان 6 امه دز یت 
نقطه برای نخستین بار و البته تا حدی نا روشن - در نوشته‌های خیام دیده 


وش 


می‌شود). بنابراین» وفتی مثلاً با معادلةٌ دو مجهولی 
(*) ۳ 1۲ ۲ << / 


رو به رو می‌شدند» به جست‌و جوی معادله دومی بودند تا» به یاری دو 
معادله بتوانند مقدارهای مشخص و ابتِ 2 و ۷ را به دست آورند؛ و اگر 
این معادله دوم وجرد نداشت؛ از معادله (*) شم صرف نظر می‌کردند» زیر 
به کمک آل؛ نمی‌شد «جیزی مشخص» را به دست آورد. اين که 2 و ۰۷ هر 
دو» مقدارهایی متغیرند» ولی تغییر یکی موجب تغییر دیگری می‌شود» موضوع 
جالبی برای آن‌ها نبود. ریاضی‌دانان باستانی به مقدارها و کمیت‌های ابت 
علاقه‌مند بودند» نه کمیت‌های متغیر؛ به همین مناسبت اغلب ریاضیات 
بیش از سد؛ هفدهم میلادی را دوران ریاضیات با کمیت‌های ثابت نامیده‌اند. 

در حالی که قانون‌های حاکم بر طبیعت و جامعه را» بدون وارد کردن 
کمیت‌های متغیر نمی‌توان شناخت. حرکت و تغییر در ذات طبیعت و از 
ویذگی‌های جامعه است. به قول انگلس» فیلسوف سده ۱٩‏ آلمان» «حرکت؛ 
شیوهٌ وجود و طریق هستی ماده است. هرکز در هیچ مکانی؛ ماد بدون 
حرکت نبوده و نمی‌تواند باشد». ریاضیات زبان طبیعت و وسیلة شناسایی آن 
است و» روشن است که «زبان طبیعت» نمی‌تواند با ویژگی اصلی طبیعت؛ 
یعنی حرکت و تغییر» ناسازگار باشد. ولی در طول تاریخ دراز انسان؛ باید تا 
سده ۱۷ میلادی انتظار کشید که «ریاضیات با کمیت‌های ثابت»» جای خود 
را به «دوران ریاضیات با کمیت‌های متغیر» بدهد و در اين راه» ریاضی‌دانانی 
چون پاسکال» روبروال فرما» دکارت و کاوالیه پیشگام بودند و» سپس 
نیوتون و لایب‌نیتس معمار واقعی آن. 

و درست از همین زمان (یعنی از زمانی که ریاضیات. با قانون‌های حاکم 
بر طبیعت سازگار شد)» حرکت توفانی دانش آغاز شد و با شتابی روز افزون؛ 


دشواری‌ها را از بیش با برداشت و به جایی رسید که امروز شاهد آن هستیم. 


۳۳ 


۴ ساده‌ترین مفهوم در حساب؛ عدد و ساده‌ترین مفهوم هندسی؛ نقطه 
است. بنابرای اگر بنا باشد رابطه‌ای بین جبر و هندسه برقرار شود. باید از 
همین ساده‌ترین مفهرم‌ها آغاز کنیم. و اين رابطه ولو به طور پنهانی؛ هميشه 
وجود داشته"ناست. 

وقتی با اتومبیل» از شهری به شهر دیگر می‌روید» تابلوهایی به شما 
نشان می‌دهند؛ در چند کیلومتری شهر مورد نظر خود هستید. روی تابلو 
نوشته شده: «تهران - ۵۰ کیلومتر». یعنی اگر تهران را مبداء فرض کنیم؛ 
نقطه‌ای که تابلو در آن‌جا قرار گرفته» با عدد ۵۰ مشخص شده است. هر 
نقطه از جاده با عددی متناظر است و اگر جاده را مستقیم فرض کنیم؛ 
این تناظر نقطه‌ها با عددها» همان چیزی است که دربارة محور دیده‌ايم. با 
دستگاه محورهای مختصات هم در زندگی روزانه سروکار داریم. شکل ۱۸ 
یک صفحه شطرنح را نشان می‌دهد. ستون‌ها» یعنی خانه‌های فائم» از چپ 
به راست: با حرف‌های لاتینی ۰06 ۰۷ ۰6 ۰0 ع۰ [۰ 4 و ۸ و سطرها 
یعنی خانه‌های افقی» از بایین به بالا با عددهای از ۱ تا ۸ شناخته می‌شوند. 
بنابراین» اگر کسی بگوید «مهره‌ای که در خانه ۳ - 6 واقع است»؛ شما 
متوجه می‌شوید که باید خانه‌ای را پیدا کنید که در محل برخورد ستون 6 با 
سطر ۲ قرار دارد. در وافم ؛ مختصات این خانه» عبارت است از (6,۳): 
خانه به طول ء و عرض ۳. همچنین معنای جملة «حرکت مهره از ۳ - و 
په ۴ - 2» برای شما روشن است و می‌فهمید. مهرهُ شطرنج از چه خانه‌ای 
به جه خانه‌ای رفته است! 

انديشه مختصات راء بر روی تصویرهایی که روی دیوارهای مقبره‌ها یا 
معبدهای مصر باستان بافی مانده است؛ می‌توان بیدا کرد. روی این تصویرها؛ 
که صفحه را شبیه کاغذ شطرنجی به مربع‌هایی تقسیم و جای نقطه‌هایی را 
روی آن مشخص کرده است به روشنی انديشهة مختصات یعنی تناظر هر 


نقطه از صفحه با دو عدد؛ دیده مي‌شود. 


۳ 


از گذشته‌های دور» نوجوانی که می‌خواست تمرین نقاشی کند و چهره 
کسی را از روی تصویر آماد؟ً او (و امروز» عکس او) بکشد. به طور معمول 
از این روش استفاده می‌کرد که عکس را به کمک خط‌های راست موازی؛ به 
مربع‌هایی تقسیم کند و در صفحه کاغذ خود؛ که به همان طریق امربع‌بندی) 
شده بوده جهرةه مورد نظر را منتقل کند. 

انديشه مختصات: به صورت دیگری» از روزگار باستان در جغرافی و 
اختر شناسی هم به کار می‌رفت. مفهوم‌های «طول و عرض جنغرافیایی»» که 
بیش از دو هزار سال بیش در نوشته‌های هیپارک (سده دوم پیش از عیلاد) و 
بطلمیوس (سده دوم بعد از میلاد) به کار می‌رفت. تنها تفاوت" طول و عرضص 
جغرافیایی با طول و عرض یک نقطه در دستگاه محورهای مختصات. در این 
است که در جغرافی» محورها عبارتند از دایره‌های عظیمه‌ای واقم بر کره 
زمین. همچنین اختر شناسان از همان دوران باستان» برای نشان دادن جای 
ستارگان» از دستگاه مختصات فضایی (که دارای سه محور است) استفاده 
مي گر دید. 

در سده هقدهم میلادی» بیشرفت‌های جدی در اختر شناسی؛ مکانیک 
و صنعت (که در ارویای غربی آغاز شده بود)» ضرورت وجود دستگاه 


۴۵ 


محورهای مختصات را به صورتی منظم و قانون‌مند» به وجود آورد. نخستین 
کسی که این انديشه را» به صورتی منظم ارائه داد» پیر فرما» ریاضی‌دان 
فرانسوی بود؛ ولی کار اصلی با رنه دکارت؛ هم میهن فرما بود که با انتشار 
کتاب «هندسة» خود در سال ۱۶۳۷ میلادی؛ دستگاه مختصات را» کم و 
بیش به صورت امروزی آن (و البته» با در نظر گرفتن تنها یک محور) وارد در 
ریاضیات کرد. اين» شاخه تازه‌ای از ریاضیات بود که می‌توانست. مساله‌های 
هندسی را با زبان جبر بیان کند و آن‌ها را با روش جبری (یعنی محاسبه) 
حل کند و به همین مناسبت است که نام اين شاخ تازهٌ ریاضیات را «هندسة 
تحلیلی؛ اگذاشتند. 

این نکته را هم اضافه کنیم که «هندسة تحلیلی» انگیزه‌ای برای پیشرفت 
جبر هم شد. جبر» به طور جدی. به نمادهای حرفی نیاز داشت. لازم بود؛ 
پرای عدد؛ برای مجهول (در وافع» متغیر) و برای مفهوم‌های دیگر جبرء 
نمادهایی در نظر گرفته شود و. این نمادها هم به طور عمده به وسیله 
ریاضی‌دانان فرانسوی (ویت» فرما و دکارت) در جبر؛ و به ویژه در «هندسة 


تحلیلی» یه کار بر ده تایه 


تمرین‌ها 

۳ نقطةٌ (۳-)/۸ را روی محور عددی مشخص کنید؛ سپس 
مختص دو نقطهٌ ۸ و 7 را طوری پیدا کنید که فاصلهٌ هر کدام از آن‌ها تا 
نقطه ۰۸۷ برابر ۵ واحد باشد. 

۴ از دو نقطة (۸1)6 و (6-)۷ کدام در سمت راست دیگری 
است؟ [محور را افقی و جهت مثبت را؛ طبق معمول؛ از چپ به راست 
بگیرید. ] 


۵ . از دو نقطهی کدام مت واست دی است: 
الف) (۸)2 یا (9)۲2؛ ۱ 


۴۶ 


ب) (۸)0 یا (۲ + »)(1؛ 

ج) (۸)2 یا ( ")۷ ؛ 

د) (۳)2 با (0 - ٩6)‏ 

۶ نقطه‌هایی از محور را مشخص کنید که برای آن‌ها داشته باشیم: 

الف) ۳ < #؛ ب) ۱ 6 ۲ که > ۴ د) ۱ > آ و ؛ 
۸ << "۶ و) ۲ 2 |ع|؛ز) ۵ > ها > ۳ 

۷ الف) اگر (۸)۵ و (۱--)۰8 مفروض باشند فرينه نقطهٌ ۸ را 
نسبت به نقطه 11 بیدا کنید. 

ب) قرينة نقّطهٌ (-) 1 را؛ نسیت به نقطه ۲ تا نیا کنید, 

0 


۸ مختص نقطهاء, ۱ به صورت لد داد شده است. حا 
متصی ک ر مجور + یه صورت 7 داد ۵ ۵ حای 
این نقطه را» در روی محور عددی» بیدا کنید. 


۹. برای حه نقطه‌هایی از محر عددی داریم. 


2 - ۱ حد |۱ -- | 


۵۰ اگر در روی محور عددی نقطه ۸ به مختص ۵ و طول باره‌حط 
راست ۸17 کوچکتر از ۳ باشد. مختص 11 چیست؟ 

۵۱ نقطه‌ای واقع بر محور عددی پیدا کنید که فاصله آن تا نقطه 
(۳--)۰3 دو برابر فاصلة آن تا ۸4)--٩(‏ باشد. 

۲ مي‌دانيم فاصلهٌ از نقطهُ (۸)۲ یا نقطهٌ 7 برابر ۷ واحد است. 
مختص نقطه ۰۸۱1 وسط باره‌خط راست ۸ را بیدا کنید. 

۳ (۸)۱ و (۵-)2] داده شده است. می‌دانيم نقطةٌ 6 بین دو 
قطة ۸ و 8 واقع است و در ضمن چ > |زرب. من مختص نقطة ) را بیدا 


رش 


* (۸)۱ و (2)27] داده شده است. نقطهُ 6 بین دو نقطه ۸ و 


7 واقع است و می‌دانيم ‏ - کی. مخص نقطة 0 را پیدا کید 


۵ قرينة نقطهُ (۲,۳-)۸ را الف) نسبت به محور طول‌ها؛ ب) 
نسبت به محور عرض‌ها؛ ج) نسبت به میداء مختصات پیدا کنید. 

۶ نفطه (۴-,۲)/ داده شده است. بنا به ضرورت» محور 2 را به 
جای محور ۰ و محور ل را به جای محور 7 گرفته‌ايم. مختصات نقطه ۸ 
در دستگاه تازه جیست؟ 

۷. شقعطه‌های (۰ ,۰۸)۳ (۲ ,۱1-) و (۴ ,۱)/) داده شده است. 
فلت تا و با در باه محورهای مختصات رسم و مختصات نقطهة 
برخورد میانه‌های ان را بیدا کنید. 

۸ نقطه‌های (۰۸4۸)۴,۱ (۰۳)۳,۵ (۴ ,2-۱ و (۰ ,ه)(] داده 
شده است. الف) جهار ضلعی ]۸۳0 را رسم و ثابت کنید یک مربم 
است؛ ب): ۸ را روی ضلع ۰۸1 ۶ را روی ضلع ٩190‏ ) را روی 
ضلم ۱ را روی ضلع 1(۸ طوری انتخاب کرده‌ايم که داشته باشیم : 


۸۸۲۰ ۱88 ۰ ۱60۱ ۱289۱ ۱ 


۴ 9۳۸۱ ۱۵2۵ ...انا .۱۸۱۱ 
آیا جهار ضلعی )۸۱۶۰ هم مریم است؟ 
: اس 5 ۱ 
٩‏ نم . ۴ ۸ و ۱ دو انتهای فطر مربعی را مشخص می‌کنند. 
۰ مثلث متساوی‌الساقین /۸120 در راس ۸ قائمه است و می‌دانيم : 


(۱ ,۸4۳ و (۳ ,)۶ مختصات راس 0( را بیدا شنت 


+ قرینه نقطه‌های (۸۸)۲,۱ و (۳,۲-)2] را» الف) نسبت خحط 


راست نیمساز ربع اول و سوم؛ ب) نسبت به خط راست نیمساز ربع دوم و 
چهارم بیدا کنید. 


۳۸ 


1:۱ 


ثر ر) داده شده‌اند. 


2 4 
نقطه‌های 1 ۱ ّ 


ار 
۷۸ ۲ ۱ ۷۳ 
الف) جگونه می‌توان تحقیق کرد: آیا سه نقطه ۸4 و لو 0 روی یک 
ب‌( در حالتی که سه نقطه ۸ و لا و 0 روی یک خط راست باشند» 
چگونه می‌توان تحقیق کرد کدام نله بین دو نشطه دیگر وافع اسسی؟ 
۳ (۰۸)۴,۳ (۲ ,۱)/) داده شده است. اگر چهار ضلعی 0۸0 
متوازی‌الاضلاع باشد» مختصات راس ‏ را پیدا کنید ((۰0 مبداء مختصات 


اشکا: 

( ,)۸ و (12)۲,۰ مفروض‌اند. می‌دانيم پاره‌خط راست 
7 یک ضلم از شش ضلعی منتظم ](۸101 است. مختصات 
راس‌های دیگر اين شش ضلعی را پیدا کنید. به شرطی که راس [) در ربم 
اول باسد. 

۵ مرکز یک مربع در نقطةٌ (۱--,7)۳ قرار دارد و (۲ ,۱-)۸ یکی 
از راس‌های آن است. مختصات سه راس دیگر مربع را پیدا کنید. 

۶ در یک لوزی» طول یکی از ضل‌ها برابر ۷/۵ و نقطه‌های 
(۳ ,۱-)۸4 و (۴ ,0-۲ دو انتهای یک قطر آن هستند. مختصات دو 
راس دیگر لوزی را بیدا کنید. 


۳۲ ۱ 
۷ دو نقطه ۸۸ و ده شدی نقط ۸4 ین دون 
0 


۳ 
۸ ۲ و وافع ی و می‌دانيم : 
۲۲ ۱/۱ : ۱۸۲۸۱ 


مختصات نقطه ۸1 را بیدا کنید. 


۱ 


۷ نفطهٌ ۸1 بین دو نقطهُ ۸ و 


می‌دانیم : 
۰ : ۰ < |۱۸ : ۱۸۲۸۱ 

مطلوب است مختصات نقطهٌ ۷. 

9 جای نقطه‌هایی از صفحه محورهای مختصات را بیدا کنید که؛ 
برای آن‌ها؛ داشته باشیم : 

الفت) ۳ < 2 ب) ۱ < (ا؛؟ ج) اد از و وچ 
(منظور از 3 و ۰۷ طول و عرض» یعنی مختصات نقطه است.) 

۰ (۰0)۰,۰ (۸)2۱,9۱ و (۷۲ ,)۰13 سه راس یک مثلث‌اند. 


سس 0 
۳ ۶ ژِ ) داده سده‌اند. تایت 


کنید» این سه نقطه روی یک خط راست قرار دارند. از اين سه نقطه کدام 
نقطه بین دو نقطه دیگر ان 

۲ نقطة ۸۷ بر محور 77 قرار دارد و از دو نقطه (۸)۰,6 و (ه ,)۵ 
به یک فاصله است. مختصات نقطهٌ ۸۱ را بیدا کنید. 

۳ دایره‌ای از سه نقطهٌ 0۰,۰۱ ۰ (۸)۰,۵ و (ه و0) گذشته 
است. مختصات مرکز دایرژ محیطی مثلث ۸1۶ را بیدا کنید. 

۴ (۸)۰,۱ و (۰18)۲,۰ دو راس از یک مثلث متساوی‌الاضلاع 
هستند. مختصات راس سوم مثلث را پیدا کنید. 

۴ 

۱ 


۱ 
۷ نقطه‌های ۳ ۸ 


7 2 0 ب 1 
مفروض‌اند. ثابت کنید» می‌توان از اين چهار نقطه یک دایره گذراند (یعنی 
چهار ضلعی (۰۸110/1 یک چهار ضلعی محاطی است). مختصات مرکز 
این تایه رانیدا کند. 

ون ۱ و ۱۲اه به ترتست» «سط 
ضلم‌های 6 ۸6 و ۸ از مثلث ۸/267 هستند. مختصات راس‌های 


۱ 
۰۷۵ نقطه‌های ۵ر. ) ۲ 


۵ 


مثلث )۸ را بیدا کنید. 

۷ دربارة مثلث )۸12 می‌دانيم راس ) روی محور 9۳۷ و نقطه 
برخورد میانه‌های آن روی محور 22 است. اگر (۳--,۸)۲ و (۵,۱-)1 
باشد» مختصات راس ب) و نقطه برخورد میانه‌ها را بیدا کنید. 


۱ 1 
۳/۹ . اگر ۲ ۸ و ۱ 


دو نقطهٌ ۸ و 7 می‌گذرد؛ در چه نقطه‌هایی محورهای مختصات را قطع 
می‌کند؟ 

8 اگر (۱ ,224)۳ (۲,۴) (۱,۲)): ابیت کنیدة خهار ضلعی 
۸۹90( متوازی‌الاضلاع است. اگر در اين متوازی‌الاضلاع» ضلع 0۸ را 
قاعدة آن بگیریم؛ طول ارتفاع» متوازی‌الاضلاع را پیدا کنید. 

۶ (۰4)۱,۱ (۳-,7)۲] و (۰ ,۱-))؛ سه راس یک مثلث‌اند. 
مختصات نقطه ۰1 نقطه برخورد ارتفاع‌های این مثلث را پیدا کنید. 

۱ نقطه‌هایی از صفحهة محورهای مختصات را بیدا کنید که برای 


دا مفروض باشند؛ خط راستی که از 


آن‌ها» داشته باشیم : 
الف) » < ۷: ب) ه < 2۷+ ج) نت بو و) 2 < (9؛ ه) 
۲ ح ‏ » و) ۳- << (1؛ ‌) ۲ < 1 - ۲2 + 2؛ ج) ۲ > 2 


۸۵۱ 


۲ مثلثات 
: ۱ واحدهای زاویه و کماب دایره 


۱ همه ما در روز حرکت ظاهری خورشید و شب حرکت ظاهری ماه 
وستارگان را دیده‌ایم. می‌گوييم «حرکت ظاهری» زیرا در وافع چنین حرکتی 
وجود ندارد. خورشید و ستارگان به دور زمین نمی‌چرخند؛ بلکه حرکت زمین 
به دور محور خودش» موجب این اشتباه می‌شود که گمان می‌کنیم» زمین بی 
حرکت است و همة ستارگان» حرکتی شبانه روزی به دور آن دارند. 

بشر در طول هزاران سال؛ گرفتار این اشتباه بود و تنها در چند سده قبل» 
دانشمندانی چون کویرنیک و کالیله و کپلر توانستند فانون‌های حرکت زمین 
را؛ به دور محور خود و به دور خورشید کشف کنند و. البته از آن‌جا که 
کشف آن‌ها با آموزش‌های کشیشان سازگاری نداشت. گرفتار تعقیب کلیسا 
شدند و خواندن کتاب‌ها و نوشته‌های آن‌ها؛ جرم شناخته شد. 

ولی همین حرکت ظاهری ستارگان» چیزهای زیادی به انسان آموخت؛ 
چرا که به یاری همین حرکت‌های ظاهری» می‌توانستند وفت را تشخیص 
دهند که چه موقع از روز یا شب است؛ در ضمن. به کمک ستارگان ثابت؛ 


۵ 


جهت را بشناسند و راه خود را در بيابان و جنگل و دریا گم نکنند ... و 
خیلی جیزهای دیگر. 

و برای همه این‌ها» لازم بود «قانون‌های حرکت» ستارگان را بشناسند و 
دربارٌ مهم‌ترین ستارگان بتوانند جای آن‌ها را پیدا کنند و البته» برای این 
منظور» به محاسبه و مشاهده نیاز داشتند. در این‌جاء به یکی از اين نیازها 
می‌پردازيم. ستارٌ ۰۸۱ ۸۲ و ۸۳ را در نظر بگیرید (شکل .)۱۹٩‏ این سه 
ستاره؛ از زمین در یک راستا دیده می‌شوند. فاصله‌های آن‌ها از زمین» یکی 
نیست؛ ولی جون این فاصله‌ها بسیار زیاد است. ما در روی زمین؛ همه آن‌ها 
را به تقریب در یک نقطه می‌بینیم. وقتی جای این ستارگان عوض شود و به 
نقطه‌های ,۰ 97 و 2 بروند» کم و بیش در یک نقطه فرار می‌گيرند. 
اکنون اگر بخواهیم میزان جابه‌جایی آن‌ها را مشخص کنیم چگونه عمل کنیم! 
محاسبة فاصله‌های از ۸۸۱ تا بظ] (يا از ۸۱ تا ۲ با از ۸۳ تا 01 یعنی 
محاسبه طول کمان‌های ۳۹1 ۸9۱ یا ۸4 کار ساده‌ای ثیست و به 
دانش بالایی نیاز دارد و» اين دانش را» اختر شناسان و ریاضی‌دانان باستانی 
نداشتند. پس چه باید کرد؟ 

حقیقت این است که طول این کمان‌ها؛ مثلاً بر حسب کیلومتر (به فرض 
آن که محاسبه شده باشد)؛ مشکلی را حل نمی‌کند؛ ما به این طول‌ها نیازی 
نداريم ما تنها په میزان چرخش هر ستاره نیازمنديم؛ و هر سه ستاره به 
اندازهٌ زاویةُ ۵ جرخیده‌اند» یکی روی کمان ۰۸۱۱ دیگری روی کمان 
۰۲ و سومی روی کمان ۸۳۳۳. زاویه» میزان جرخش را نشان می‌دهد 
و ما هم به همین میزان احتیاج داریم. پس اگر زاویهُ ۵ برابر ۳۰ درجه 
باشد» می‌گویيم» هر یک از ستارگان به اندازهٌ ۳۰ درجه جابه‌جا شده‌اند؛ هر 
کمان دايره راء با همان عددی بیان می‌کنيم که زاویةٌ مرکزی روبه‌رو به آنْ» بر 
حسب درجه» با همان عدد بیال می‌شود. 

به این نکته‌ها توجه کنید : 


۳ 


۱٩ شکل‎ 


۱( کمان دایره با زآوبه فری دارد : کمان یک خحط منحنی است در حالی 
که زاویهی به بخشی از صفحه گفته می‌شود که بین دو نیم‌خط راست (با میداء 
مشترک) قرار دارد؛ کمان یک عنصر خطی است و زاویه یک عنصر سطحی 
و» بنابراین از دو کیفیت مختلف‌اند. نمی‌توانیم بگوییم ازاویه مرکزی؛ در 
دایره» با کمان روبه‌روی آن برابر است» بلکه باید بگوییم «اندازهُ زاوي مرکزی 
و این دو» با هم یکی نیستند» یعنی نمی‌توان یکی را بر دیگری منطبق کرد. 

برای نشان دادن زاو به ) جون نمی‌توأنیم سطح ین دو نسم خحط را مشخص 
کنیم» معمول شده است با کمانی در نزدیکی راس زاویه دو ضلم آن را به 
هح وصل تنیم . یعنی اندازه زاویه را» به پاری کمانی از یک دایره نشان دهیم. 

۲ اندازه کمان پر حسب درجه. به هیچ وجه؛ طول کمان را معین 
نمی‌کند» بلکه تنها میزان چرخش یک نقطه را روی محیط دایره مشخص 


۵۴ 


می‌کند. 

۳ به این ترتیب؛ محیط دایره (هر دایره‌ای) برابر ۳۶۰ درجه می‌شود؛ 
کمان نیم دایره ۱۸۰ درجه و کمان رب دایره ٩۰‏ درجه. 

وقتی از کمان ۳۰ درجه صحبت می‌کنيم» نمی‌توانيم طول آن را حدس 
بزنیم؛ بلکه تنها می‌فهمیم که؛ این کمان» برابر سک ی محیط دایره است 
و» طول آن بستگی به اندازهٌ شعاع دایره دارد که ما» برای بیان اندازهٌ چرخش 
یک نقطه» نیازی په آن نداریم. 

یادداشت تاریخی. چرا ۳۶۰ درجه؟ جرا محیط دایره را به ۳۶۰ بخش 
برابر تقسیم کرده‌اند و نام هر بخش را یک درجه گذاشته‌اند؟ 

در واقع» این تقسیم‌بندی را» از هزاران سال پیش از آغاز سال‌های میلادی 
و از اخترشناسانی که در سرزمین بابل زندگی می‌کردند؛ به یادگار داریم. 

بابل باستانی به سرزمینی گفته می‌شد که در عراق کنونی و به ویژه در 
بخش بین دو رود دجله و فرات («بین‌النهرین» یا «میان دو رود») واقع بود و 
با سرزمین «عیلام» (امپراتوری بزرگ ایرانی پیش از ورود آریانی‌ها؛ در جنوب 
و جنوب رین ابران کثونی) معنایگی داشت. 

اخترشناسان و ریاضی‌دانان هوشمند بابلی و عیلامی» چه در ریاضیات 
و چه در اخترشناسی به پیشرفت‌های بزرگ و شگفت‌انگیزی رسیده بودند و 
در برخی زمینه‌ها» از همکاران یونانی خود (که بیش از هزار سال بعد از آنها 
می‌زیستند) » بسیار جلوتر بودند. 

اخترشناسان بابلی» گمان می‌کردند که خورشید» در حرکت ظاهری خود 
به دور زمین» در هر روز (در زمانی که طول روز با طول شب برابر است؛ 
مثل اول بهار) » به اندازهٌه ۱۸ برابر قطر خود حرکت می‌کند» یعنی اندازه محیط 
نیم‌دایرة فوقانی را (که خورشید» روی آن حرکت می‌کند) درست ۱۸۰ برایر 
فطر خورشید می‌دانستند. به همین جهت. نیم‌دایره را به ۱۸۰ بخش تقسیم 
کردند و هر بخش را یک درجه نامیدند و بنابراین» تمامی دایره برابر ۳۶۰ 


۵ ۵ 


درجه می‌شود. همین تقسیم‌بندی بابلی‌ها؛ با آن که» تقسیم‌بندی‌های دیگری 
در جاهای دیگر و زمان‌های دیگر به وجود آمد» تا امروز باقی مانده است. 
می‌کردند و؛ بعد از بیروزی انقلاب بزرگ فرانسه در سال ۱۷۸۹ میلادی» 
ضمن تنظیم دستگاه مقیاس‌های متری (که امروز کم و بیش در همه جهان 
معمول است)» محیط دایره را به »۴۳۰ بخش تقسیم کردند و» هر بخش 
را» یک گراد نامیدند. ولی تقسیم محیط دایره به ۳۶۰ درجه» همچنان با 
بر ومندی به حکومت خود ادامه می‌دهد و جانشینی را نبذیرفته اننحته. 

بایلی‌ها؛ در محاسبه‌های علمی و به‌ویژه در محاسبه‌های اخترشناسی 
خود» از عدد نویسی در مبنای ۶۰ استفاده می‌کردند (و در محاسبه‌های 
عادی متل عدد نو پسی امروزی ما از مینای ۰ به شم حهت! ‏ 

6 ۱ ی ۰ 

بخش‌های کوجکتر محیط دایره را» دفیقه (س درجه) » تانبه 1 دفقه 
و عیره نامیلنكد. امروز معمول است که کسر تانبه را با عدد دهدهی نشان 
می‌دهند و مثلاً می‌گویند: ۱۵ درجه و ۲۵ دقیقه و ۴۰/۷۵ ثانیه. 

گراد» در بخش‌های کوچکتر خود. با «دسی» 1 «سانتی» و «میلی» بیان 


می‌شودا: دسی‌گراد برابر گراد سانتی‌گراد برابر سس گراد و میلی‌گراد باب 


سل گراد. ۵ ۳۵۸ گراد؛ یعنی ۳۸۵ گراد؛ ۱ ۲ سانتی‌گراد و 
۵ میل‌گاد. 


بتک ین درححه و گراد روشس است : هر ۳۳ در حه برابر است با 
۰ گراد. کمان ٩۰‏ درجه کمان »۱۰ گراد است و زاويه ۳۶ درجه همان 


زاو یه و۴ گراد. 


همین قدر یادآوری می‌کنيم که واحدهای امروزی زمان» یعنی «ساعت» 
و «دفیقه» و «ثانیه» هم متعلق به بابلی‌های باستان است. آن‌ها بودند که سبانه 
روز را به ۲۴ ساعت هر ساعت را به ۶۰ دقیقه و غیره تقسیم کردند که ما 


۵۶ 


تا امروز» از آن پیروی مي‌کنيم. 

نیازی به گفتن ندارد که مثلاً ««قیقهُ زمانی» با «دقیقهٌ کمانی» هیچ شباهتی 
ندارد» همان طور» این دو با «دقیقه زاویه‌ای» یکی نیستند. 

۲ یک واحد دیگر برای کمانٍ دایره یا زاویه. دایره‌ای به شعاع ۳ در 
نظر بگیرید؛ محیط این دایره برابر ۶7 می‌شود (محیط دایره؛ از ضرب طول 


5 ۱ ۱ / / 
صورت ا کمانی از این دایره که برابر ۳ در ححه یتیک طولی برابز "۳ یا 13 


خواهد ات (عمان ۳ درحه ‏ ۲ تمامی محریط دایره انیسک ان ولین این ۲ 
۹ 
نا نج 
۲ 


۰ سس مس سس 1 ۳ 7 
نوشت و گفت: کمان ۳ در حه » ج برابر شعاع ان است (ج- برابر؛ یعنی به 


تقریب ۵۲ ۰۸ برابر). 
اگر شعاع دایره راه مثلا برابر ۱۵ می‌گرفتيم ؛ باز هم به همین نتیجه 
۳ ۲ . ۵7 


یعنی» کمان ۳۰ درجه» < برابر شعاع آن است. 


زر ۲7۳ 7 
۶ و کمان ۳۰ درجه برابر رن یا ی می‌شود و 


716 
و ۶ 


2۷ 


به این ترتیب» می‌توان کمان دایره را؛ با یک نسبت در نظر گرفت: نسبت 
طول کمان به طول شعاع دایره. به زبان دیگر» کمانی از دایره را؛ که طولی 
برابر طرل شعاع دارد؛ به عنوان واحد اندازه‌گیری کمان در نظر می‌گيريم. در 
چنین حالتی؛ واحد اندازه‌گیری کمان (يا زاويةٌ مرکزی رو به روی آن) را؛ 
رادیان نام نهاده‌اند. 

ببینیم» محیط دایره چند رادیان می‌شود! اگر شعاع دایره» برابر 0 باشده 
محیطی پرابر ۲71۲ پیدا می‌کند. محیط دایره یعنی ۲7۲۲ چند برابر 7۲ 

۲ تخت 1 ۰ ۷:۳۸ 


محیط دایره ۲7 برابر شعاع آن است (اندکی بیش از ۶ برابر)؛ یعنی محیط 
دایره» برابر ۲ رادیان است. 

اگر 7 را» به تقریب برابر ۳ بگیریم» محیط دایره برابر ۶ رادیان می‌شود؛ 
ولی در اين صورت. مثل این است که محبط شش ضلعی منتظم محاط در 
دایره راء به جای محیط دایره گرفته باشیم که البته» اشتباه حاصل قابل 
گذشت نیست. اگر 7 را به تقریب برابر ۱۴ /۳ بگيریم محیط دایره برابر 
۸ ۲۸ رادیاژ می‌شود (که البته» هنوز از مقدار واقعی. اندکی کمتر است). 
بنابراین؛ بهتر است» همیشه بگوییم : محیط دایره برابر ۲7 رادیان است و در 
عمل » بسته به دفتی که برای محاسبه‌های خود لازم داریم مقدار تقریبی عدد 
7 را فرار دهیم. برای محاسبه‌های عادی» ۱۴ ۳۸ برای ۰7 عدد خوبی است 
با وجود اين» اطلاع از چند رقم بعدی این عدد. گاهی سودمند می‌افتد: 


۵ ۲۸ یج 7 


در عمل» بسیار کم پیش می‌آید که به همه این رقم‌ها یا بیشتر از آن نیاز داشته 
باشیم. دايرة بسیار بزرگی را در نظر بگیرید که قطری برابر ۲۰۰۰ کیلومتر 


۵۸ 


داش ته باشد. از برای محاسبه محیط آن از عدد 477 با همین ۸ رقم دهدهی 
استفاده کنیم؛ به عدد 
۰۵ ۳۱۸۳۱۵۲ متر 


می‌رسیم ؛ ولی اقر عدد 7 را تا »۱ رقم دهدهی در نظر بگیریم: 
۵ ,م۲۸ <- ۲ 
برای محیط دایره؛ به عدد 
۳۰ متر و ۷۰ سانتی‌متر 


می‌رسیم. آیا فکر می‌کنید» برای فاصله‌ای بیش از ۶۲۸ هزار کیلومتر؛ تفاوتی 
به اندازه ۷۰ سانتی‌متر می‌تواند اثری داشته باشد؟ حتا اگر 7 را برابر ۱۴ ۳۸ 
بگیریم» در محاسبهٌ محیط آن؛ نزدیک ۰۶ /۰ درصد اشتباه پیش می‌آید» یعنی 
در هر ۱۰۰۰ متر (یک کیلومتر) ۶۰ سانتی‌متر با واقعیت اختلاف بیدا می‌کند 
که در محاسبه‌های عملی» مُشکلی به وجود نمی‌آورد. 

۱ تبدیل یک واحد به واحد دیگر. با توجه به آن چه دیدیم 


7۲ رادیان - ۴۰۰ گراد - ۳۶۰ درجه - محیط دایره 


با در نظر گرفتن همین برابری‌ها» می‌توان درجه را به رادیان یا برعکس تبدیل 
کرد (از آن‌جا که «گراد» کمتر کاربرد دارد» بیشتر از «درجه» و «رادیان» صحصت 
می‌کنیم » اگر سحه تبدیل گراد به درحه یا رادیان و برعکس هم » به شادگی 
به طور کلی» اگر زاویه پا کمائی برابر » درجه باشد» جون هر ۱۸۰ 
ابر 7 رادیان اس اب ]میا - 
در سحه برابر 7 رادیال سبسا؛ هر درسته بر ابر مر رادیان و ۵ درجه را ج 3 
رادیال می‌شود : 
1 11 
سب رادیان < » درحه 


۱۸۳۰ 


۵۹ 


۸ ۳ 
و برعکس» هر 6 رادیان برابر است با سس درجه. مثلا» زاو ۴۵ درجه 


27 
۲( ۱ 
اگر محیط دایره را به تقریب برابر ۶ رادیان بگیریم؛ آن وفت؛ هر رادیان 

برابر ۶۰ درجه می‌شود؛ ولی محیط دایره از ۶ رادیان بیشتر است؛ بنابراین 


هر رادیان کمتر از ۶۰ درجه است در وافم 


۱۷ 2:۵۲ ۱ رادیان 


و برعکس 


۳ ۰۸ رادیان 2 ۱ درجه 


۴ دو یاداوری مهم. ۱) در ریاضیات معمول شده است» وفتی زاویه 
يا کمانی با درجه يا گراد بیان شده باشد. نام واحد» یعنی وازهُ درجه يا وازه 
گراد؛ یا علامت درجه (۰) پا علامت گراد (0) را ذکر می‌کنند: زاویهٌ ۶۵ 
درجه. کمانی برابر ۲۰ گراد و غیره. ولی اگر واحد زاویه یا کمان رادیان 
باشد» اغلب نام واحد را نمی‌برند. اگر بگوییم زاویه‌ای برابر ۵ است» یعنی 
زاویةُ ۵ رادیان و اگر بگوییم کمان تِ یعنی کمانی برابر ِ رادیان (که همان 
کمان ۶۰ درجه است). 

۲ مراقب نماد 7 باشید. ۲ یعنی به تقریب ۳۸۱۴؛ ولی 7۲ رادیان 
(یعنی ۱۴ ۳۸ رادیان) برابر است با ۱۸۰ درجه. 

اگر از ما پپرسند» 7 چقدر است» پاسخ می‌دهیم به تقریب ۱۳ ۰۳۸ ولی 
اگر بپرسند» کمان 7 رادیان چند درجه است. پاسخ می‌دهیم: ۱۸۰ درجه. 


9 ۲ نسبت‌های مثلئاتی 


۱ دايرة مثلثاتی . شبیه محور عددی» برای این که بتوانیم کمان مشخصی 
را روک محط یک داپره نشان دهیم؛ باید مدا ) سا حرکت ِ واحد را 


و ۶ 


روی محیط دایره» تعیین کنیم. معمول شده است که انتهای راست قطر 
افقی دایره» یعنی نقطٌ ۸ را؛ مبداء کمان‌ها و جهت مثبت را» در خلاف 
جهت حرکت عقربه‌های ساعت می‌گیرند (شکل ۲۰). واحد را می‌توان درجه 
يا رادیان گرفت» ولی بهتر است واحد را «شعاع دایره» یعتی رادیان بگیریم. 
خواهید دید انتخاب واحد رادیان» چقدر کار تعریف‌ها و محاسبه‌ها را ساده 
می‌کند. 

به این ترتیب» روی شکل ۰۲۰ نقطة ۰1۶ نمايندة کمان مثبت ۸4 (و 
سین کمان: تن 6144/1 ات 

کمان ۰۸ تنها نمايندهٌ کمانی کوچکتر از < (یعنی ٩۰‏ درجه) نیست 


مات گِ یعنی کمان ۲ اق بات » بلکه نمایندة کمانی است که مبداء آن ۸ 
۲ ۳ آن باشد. بنابراین» با بیان «کمان روشن نیست. منظور 
کمان مشت ۸ است یا کمان منفی ۸۸ . مطلب. از این هم کلی‌تر 
است: وقتی کمان ۸۸ را به معنای کمانی می‌گیريم که آغاز آن ۸ و انتهای 
آن ۷ باشد. می‌توان این طور تصور کرد که با آغاز حرکت از ۰۸ نخستین 
باری که به 1۱1 در جهت مثبت رسیدیم متوقف شویم و کمان کمتر از ٩۰‏ 


۶۱ 


درجه‌ای را به دست آوریم. اين را مقدار اصلی کمان ۸۱۷ گویند. ولی اگر 
با آغاز حرکت از 4 وفتی به ۸۸ رسیدیم» حرکت را ادامه دهیم» یک دور 


کامل دیگر پیش برویم و در بار دوم وفتی به ۸ رسیدیم متوقف شویم. 
باز هم نام کمان ما ۸۸ است. ولی مقدار آن؛ به اندازهٌ یک دور دایره 
درجه (يا ‏ رادیان) باشد» در اين صورت. کمان اخیر» که همان ۸6 
نامیده می‌شود؛ برابر (رادیان) ِ 5 +۳ يا ۲۲۰ << ۰۳۶۵ ۲۴۰۲ 


مس هد ۱۵ 4 ۲ ۶۵ ۳۶۵ ۶ ۲ 


يا بر حسب رادیان؛ برابر 
+ 2,۶۲ + ۴۲ 
و قوس 7۳ 
۳ ۳ 
می‌شود. بس می‌توان» کمان ۸۸ را به معنای 


)۱( + ۲۸۲ يا "۶۰ + ۳۶۰۵۳ -/۸۵ 


گرفت؛ به شرطی که 7 و ] را» عددهایی درست در نظر بگیریم. کمان 
نماینده بی‌نهایت کمان است که ۶۰ درجه (یا ِ رادیان)» یکی از 
آن‌ها» یعنی مقندار اصلی کمان ۸۸ است. 

در پرابری‌های (۰)۱ اگر ‏ يا ۸ را برابر صفر بگيريم مقدار اصلی 
کمان ۸۸ اگر » < يا » < :1 آن وقت کمان‌های مثبت ۸ و اگر 
۰ > یا ه > /) آن وقت کمان‌های منفی ۸/۸ به دست می‌آید (ولی در 
هر حال 1 و :۰1 عددهای درستی هستند ,2 6 « و 2 ع ). 


۴ 


دایره‌ای با این ویژگی‌ها؛ پعنی دایره‌ای‌را که‌برای‌نقطه‌های واقع بر محیط 
آن. مبداء جهت و واحد انتخاب شده باشد دایرف مثلثاتی گویند. 

دایره مثلنان و و کی فیگزی هم دارد : شعاع دایره مثلثاتی را واحد 
هی گرد یعنی هر باره‌خط راستی» در تج با دایره مثلئاتی» با شعاع این 
دایره سنجیده می‌شود؛ اگر بگوییم طول باره‌خط ی در دایرة مثلثاتی برابر 
ست با »ین این باره‌خط راسست) طولی برابر ج طول شعاع دایره دارد. به 
همین مناسبت (یعنی انتخاب شعاع دایره به ف‌ واحد اندازه گیری طول) 
بهتر است واحد کمان‌ها را هم رادیان بگيريم» زیرا کمان یک رادیان؛ یعنی 
کمانی که طولی برابر طول شعاع دایره دارد و ؛ در نتیجه» واحد کمان‌ها» همان 
«شعاع) دایره می‌شود. 

انتخاب رادیان» برای واحد کمان‌ها؛ اجازه می‌دهد بتوانيم» نسبت 
طول‌های یک کمان به یک وتر را بنویسیم» زیرا هر دو با واحد شعاع» 
در نظر گرفته شده‌اند و» برای نسبت دو مقدار هم باید دو جملهٌ نسبت با 
تک و اعد بیان شده باشند, 

هم آن چه را که در بار؛ٌ کمان‌های ۸۱1 گفتیم می‌توان برای زاویه‌های 
مرکزی روبه‌رو به آن‌ها هم تکرار کرد. اگر مقدار اصلی کمان‌های ۸11 برابر 
۵ باشد. مقدار اصلی زاویه‌های مرکزی روبه‌رو به این کمان‌ها هم برابر 6 
است و غره. 

۲ دایرف مثلئاتی و محورهای مختصات. انتخاب مبداء» جهت و واحد 
روی محیط دایره تکلیف ما را در بارٌ کمان‌ها روشن می‌کند. ولی در دایره؛ 
من است باره‌عط‌های: زاستی وجود حاشیه باشد» که تعلف آن‌ها را یا 
این انتخاب نمی‌توان روشن کرد. برای برطرف کردن این دشواری» دستگاه 
محورهای مختصات را؛ وارد در دایره مثلثاتی می‌کنيم. دستگاه محورهای 
مختصات را طوری انتخاب مي‌کنيم که مبداء آن بر مرکز دایرة مثلثاتی و جهت 
مثبت محور طول بر جهت از 6۸ به ۸ باشد؛ ۸ را مرک دایره و ۸ را مبداء 


۳ 


شکل ۲۱ 


کمان‌ها در روی دایره گرفته‌ايم (شکل ۲۱). 

در این صورت. اگر مثلا نقطهٌ 11 را در وسط کمان ۸ (شکل ۲۱) 
بگیریم؛ طول و 0) عرض آن می‌شود و. برای مختصات نقط ]۰ 
به دست می‌آید : (۱ ,۸2)۱ (چرا؟ این عددها را از کجا آوردیم؟). 

۳ نسبت‌های مثلثاتی. دایرة مثلثاتی را با همه ویژذگی‌های آن (مبداء 
جهت. واحد و شعاع برابر واحد)؛ همراه با دستگاه محورهای مختصاتِ 
وابسته به آن؛ در نظر می‌گیریم و اين تعریف‌ها را می‌پذيريم (شکل ۲۱): 

۱ طول نقطهٌ ۸ (انتهای کمان )۰ یعنی (۵) را کسینوس کمان 
با کسینوس زاوية ۵ (زاویه مرکزی رو به رو به کمان /۸) گوییم و 
به ان صورت می‌نویسیم : 


< وی يا 0 - ۸ 03 


۲) عرض نقطهُ ]۰1 یعنی (۰)(0 سینوس کمان ۸۲ یا سینوس زاوية 


۵ نام دارد و این طور نوشته می‌شود : 
(0 < 0۰ 510 با (00 ۸۸ 510 


۶۳ 


از همین تعریف ساده + برای کسینوس ۲ سیوس یک کمال این نتیجه‌ها یه 
دست می‌آید : 


نتیجهُ ۱. چون شعاع دایرة مثلثاتی برابر واحد است» بنابراین کسینوس یا 
سینوس یک کمان» عددی است که از ۱ بزرگتر و از ۱- کوچکتر نیست: 


> 6 910 > ۱,۱ > 0۵ 605 > ۷ 
و يا به صورتی ساده‌تر : 


6 ۱,۱8 > ۵۱ وم | 


(توجه کنید» وقتی مثلا می‌نویسیم 0 منظور کسینوس 6 رادیان است ؛ 
اگر ۵ بر حسب درجه یا گراد باشد» باید علامت درجه یا گراد را روی :0 
قرار دهیم). 

نتیجه ۲. اگر مقدار اصلی کمان یا زاویه را ۵ درجه بگيريم» روشن 
ات که : اگر ٩۰۳‏ > ۵ > ۰۳ آن وقث 


ده ۲ ۵۵۵ 2 و 
اگر ۱۸۰۴ > ۵ > ۸۰۳ آن وقت 
۱ > 6 818 > وه > 06090 > ۱ 
اگر ۲۷۰۴ > ۵ > ۰۱۸۰۳ آن وقت 
۰ > 6۲ 91 > ۱-,ه > ۵ 5و6 > ۱ - 
اگر ۳۶۰۴ > ۵ > ۰۲۷۰۲ ان وقت 
م > ۵ 818 > ۱-۱ > 66896 > ه 


۶۵ 


به زبان دیگر: وقتی انتهای کمان ۸۸۲ در ربع اول دایرة مثلثاتی باشد» 
کسینوس و سینوس آن مثبت است؛ اگر انتهای کمان ۸۷ در ربع دوم دایره 
مثلئاتی.باشد» کسینوس آن منفی و سینوس آن مثبت است. اگر انتهای کمان 
۸1۸۸4 در ربعم سوم دایرة مثلثاتی باشد» کسینوس و سینوس آن منفی است و 
سرانجام» اگر انتهای کمان ۸ در ربعم چهارم دایرةُ مثلثاتی باشد» کسینوس 
ان مشت و سیوس ان منفی است. 

نتیجه ۲. این مقدارها از روی دایرة مثلئانی (شکل ۲۱) به سادگی به 


دست می‌ایند : 


1 بت 608۱۸۰ | و < ٩۹۰۴‏ ومم. اعد ۰ 65 

۱ هم عد ۱۸۵۲ 510 |" ۱ <- 819۰۳ ات ۰ - ۰ 1و 

و ۲۷۰۲ وم 

٩11 ۲۷۰۳ 7 -۱‏ 
و روشن است. به هر کدام از اين زاویه‌ها (یا کمان‌ها) می‌توان هر مضربی 
از ۳۶۰ درحه (یعنی هر جند دور دایره) اضافه کرد » بدون این که مقدار 
کسینوس یا سینوس آن‌ها تغییر کند. به زبان دیگر» هر مضربی از ۳۶۰ در حه 
را به زاریه پا کمان اضافه يا از آن کم کنیم. مقدار کسینوس یا سینوس آن 


<< ۱۸۰ و6۵0 ع 609۹۰۵ ه << ه هو ۳۲۶۰۲ زو 


اس 2 ۲۷۰ 511 ح- ۳۶۰۲۱ ۴ مت ٩11۱/۷۰‏ ید (۱۱۷۰۲- )5111 


نتیجه ۴. اگر کمان پا زاویه بین » درجه و ۱۸۰ درجه را در نظر بگیریم 
هر چه زاویه بزرگتر باشد» کسینوس آن کوچکتر است؛ 

برای ۱۸۹۳ > ۵,۸ > ه. اگر > ۰ آن وفت 8 05 < 6056 
اگر ۸0 <د #۴ آن وقت 0080 >* ۵ ودب می‌گویند: کسینوس در فاصله 
صفر تا ۱۸۰ درجه نزولی است. 


۶۶ 


برعکس وفتی از زاویژ ۱۸۰ درحه نا زاوبةٌ ۳۶۰ درجه حرکت کنیم؛ 
کسینوس زاویه از ۱- تا ۱+ بزرگ می‌شود» یعنی برای 
ی ,6 > "۱۸۰ 
اگر ۸8 > ه آن وفت 089/0 > 6090 اگر 8 < ۰ آن وقت 
0 0 جح 0 ۵8). گریند : کسینوس در ربع‌های سوم و چهارم دایر ۵ مثلثاتی 
صعودی است. 
خودنان سعیی ای وضع سسوسن را وفتی زاو یه یا کمان از 9 ۳ و۳۴ 
درجه تغییر می‌کند» مشخص کنید» یعنی روشن کنید» مقدار سینوس» در چه 
کنید صعودی بودن ۴ نزولی بودل » مفهو می اشاته که در ریاضبات تعریفی 
دقیق دارد که آن را» در دوره این کتاب‌ها (جلد سوم) خواهید دید؛ اکنون به 
همان درک شهردی خود اکتفا کنید؛ درک شهودی شما کمتر اشتباه می‌کند. 
نتیجه ۵. دوباره به شکل ۲۱ برمی‌گردیم. در آن‌جا 
۱ ۱۵۸/۱ نع ودو ع لا ,ومع بد ۲ 
از طرف دیگر در مثلث قائم‌الزاوية /0۳) داریم: 
۱۲ - ۱۸۲۳ + ۱0۳۱۳ 
ولی دو باره‌حط راست ۸ و 60 به ترتیب طول‌هایی برابر سینوس و 


۱ ۲( 19:) 1 ۲( وه6) 


که بهتر است. آن را این طور بنویسیم : 


)۱( ۱ < ۵ لو + وی 


۶۷ 


اين» نخستین و به احتمالی مهم‌ترین دستور بین کسینوس و سینوس یک زاویه 
اسست: معتای اين دستور این است که با در دست داشتن مقدار یکی از دو 
تست مثلئاتی زاو یه )0 5 ۳ 0 511) می‌توان دیگری ر به ذدست آورد. 

2 " بای ۳ 

مثال . انتهای کمانی دز ربع دوم دایره مثلئاتی است و سبوسی برابر ۸ 
دارد. کسینوس این کمان چقدر است؟ 

انتهای کمان در رب دوم دایرة مثلثاتی است» پس کسینوس آن منفی و 


۲ 
۳۱ ۲ . ۱ 
چج |[ - [ - ۱ < ۵ وم ج- ۰۱ <- ۵ 5110 4 ۵ دص 


۵ 
۴ ۱۳ ۹ 
سس جد بل ون جد مس نج سس تس 1 < 
۸ ۲۸ ۲۵ < ۵ 09 <- 


(جنر " مت هم + مت دمم و ولی انتهای کمان در ربع دوم و 

یادداشت ۱. ریاضی‌دانان ایرانی - که بایه‌گذاران اصلی دانش مثلثات 
هستند _ اغلب؛ شعاع دایره را واحد نمی‌گرفتند و با قرف 5 << را و 
< 00 (شکل ۱ کسینوس و سینوس ب را به صورت 

// ار 
۱ 2 < 6 511 ,- - 6 6689 

(1 شعاع دایره است) و یا به صورت : 
- << 6 6065 


51۲ ۲ 


)11( 


۶۸ 


۲ 5 ۱ ۳ ۱ 
یا ۳۳ ۳۵۹ ۵ "وه + ۵ "وم 
1 1 ۹3 


۳ ۱ ۲ 
۳ ۱ ۱ 


2+: ۷ 


۲ ۰ 
605 6 + 511 6 


و ۷ 2 _ 


2 1« ۹ 
که همان دستور (۱) است. ولی به تدریج متوجه شدند که با واحد گرفتن 
شعاع دایره ؛ کار ساده‌تر می‌شود و لزومی ندارد» مقدار ۶۶ را به دنبال خود 
بکشانيم. اگر چه بعضی از نویسندگان» هنوز از اين تعریف (که مربوط به 
تاریخ است) استفاده می‌کنند. حتا ابوالوفای بوزجانی و ابوریحان بیرونی (که 
و بیش هم زمان بودند و نزدیک به هزار سال پیش می‌زیستند؛ اولی از 
جنوب خراسان - تربت جام - و دیگری از شمال خراسان بزرگ - ماوراءالنهر 
- و در واقم» اساسی ترین دستورهای مثلثاتی را پیدا کردند) در جاهایی؛ 
یبد ندرت؛ یادآزری می‌کناد که؛ با فرض ۱ < 8/؛ دستورها ساده تر 
مي‌سوند. 
یادداشت ۲. ریاضی‌دانان ایرانی؛ برای سینوس از واه «جیّت» (واژه‌ای 
عربی به معنای «گریبان») و برای کسینوس. از وارهُ «جیب تمام» استفاده 
می‌کردند» وقتی نوشته‌های ریاضی‌دانان ایرانی» و به ویژه خوارزمی» به زبان 
لاتینی و زبان‌های اروپایی ترجمه شد. معنای واه «جیب» ( گریبان)را در زبان 
خود به جای آن گذاشتند: سینوس. در زبان فرانسوی؛ همان معنای جیب 


را در زبان عربی دارد. (نخستین ترجمه از نوشته‌های ریاضی‌دانان ایرانی» که 


۶۹ 


در آنء صحبت از نسبت‌های مثلثانی شده است» ترجمه‌ای بود که در سده 
دوازدهم میلادی به وسیل «گرادوس؛ کره مونه سیس» ایتالیایی» از عربی به 
نی اجام گرفت و؛ در آن؛ واره سینوس را به کار برد). 

اما دربار؛ ريشه وازهُ «جیب»؛ دو دیدگاه وجود دارد : 

«جیا» در زبان سانسکریت (هند) به معنای وتر و گاهی انیم وتر» است. 
نخستین کتابی که به وسیله فزاری» یک ریاضی‌دان ایرانی» به دستور منصور 
خلیفه عباسی به زبان عربی ترجمه شد کتابی از نوشته‌های دانشمندان هندی 
دربارة اختر شناسی بود. مترجم برای حرمت گذاشتن به نویسندگان کتاب» 
«جیا» را تغییر نمی‌دهد و تنها. برای اين که در عربی بی‌معنا نباشد» آن را به 
صورت «جیب» در می‌آورد. 

دیدگاه دوم که منطقی تر به نظر می‌آید؛ این است که در ترجمه؛ 
از وازة فارسی «جیپ» [بر وزن سیب] استفاده شده که به معنی «تکه چوب 
عمودی» يا #دیرک» است. نسخه نویسان بعدی که فارسی را فراموش کرده 
بودند و معنای اجیت» را نمی‌دانستند؛ آن را «جیب» خواندند که در عربی 
ممناین دأشته باشد. 

یادداشت ۳. ما آن طور که معمول است» مبداء کمان‌ها را» روی 
دایره مثلئاتی» انتهای راست فطر افقی گرفتیم ؛ در ضمن دستگاه محورهای 
مختصات را طوری انتخاب کردیم که از ) به ۰۸ در جهت مثبت محور 
3 باشد. ولی گاهی ضرورت بیدا می‌کند» مبداء کمان‌ها در نقطه دیگری 
انتخاب شود. شکل ۰۲۲ همه چیز را روشن می‌کند. در آن‌جا» کمان ۸۷۲ 


را می‌بینیذ که انتهای آن؛ در ربع دوم دایر؛ٌ مثلثاتی است و برای آن داریم : 
۰ < 00۵4 <۸۸ طلو,ه > 0۳ ۸۱۷۰ و 


بادداسنت ۲ . از این به بعد» در دايره مثلثاتی » محو رهای ۹ و ۷/1 
راء که در راستای دو خط راست ۸۸ (فطر افتی) و 7 فرار دارند 


۷ 


شکل ۲۲ 


و همچنین؛ نشانه‌های بیکان را که معرف جهت این محورهاست؛ مشخص 
ميکنيم تا از پیچیده‌تر شدن احتمالی شکل‌ها جلوگیری کنیم؛ ولی همیشه 
یا ین محورها را در ذهن خود مجسم داشته باشیم. 

یادداشت ۵. با توجه به تعریفی که برای سینوس یک کمان داریم 
می‌توانيم بگوییم : سینوس هر کمانی از دایره» از لحاظ قدر مطلق؛ برابر است 
با نصف طول وتر دو برابر این کمان. 

این تعریف» به ویژه در حالت‌هایی که بنا به ضرورت ناچار می‌سویم 
مبذاء کمان‌ها را در جاهای مختلفی انتخاب کنیم» مفید است. برای تعیین 
علامت مقدار سینوس. باید از اندازهُ تقریبی کمان اطلاع داشته باشیم. 


٩۹112 


بستدد وا اد ار اه تا رت ره 
۵ 05 یف ۳ زار ر : 


۴ دو نسبت مثللاتی دیگر. نسبت 


۵ ۵5 
0 511 
کتانژانت را با نماد 018 يا 0۲ نشان می‌دهند: 


را کتانژانت زاویه ۵ نامیده‌اند. تانژانت را با نماد 1217 یا ۲۵ و 


0 05 ۹1۳ 
۵ 
۵ دوم 


(۲) 


٩11 0 


۷ِ 


از دستورهای (۲). بلافاصله نتیجه می‌شود: 
(۳( ۱ << 6۵9۵ ۰ ۱80۵ 


پایة بحث‌های بعدی را تشکیل می‌دهند. 

یادداشت. ریاضی‌دانان ایرانی» تانژانت را «ظل» (واژه‌ای عربی» به معنی 
«سایه») و کتانژزانت را «ظل تمام» می‌نامیدند. واژهُ «تانژانت» هم در زبان 
فرانسوی به معنای «سایه» است. 

از تعریف تانژانت و کتانژانت» این نتیجه‌ها به دست می‌آید : 

نتیحه ۱ . تانژانت برای زاویه‌های ٩۰‏ درجه و ۲۷۰ درجه معنا ندارد 
ژیرا » د ۲۷۰۲ 6۵5 << 68٩۰۰‏ و در نست ِِ_ِِ مخرج نمی‌تواند 

ر 6 609 ی 

برابر صفر پاشد (تقسیم بر صفر» بی معنی است). 


همجن کتانزانت برای زاو یه‌های صفر درحجه و ۱/۰ ذر حه لی معی 
است ؛ زیر ۱ ۹11 تب 0 و در این صورت یت ی 
٩11 0 ۱ ۱ 1‏ 

معنای خود را از دست می‌دهد. 

نتیجه ۲ . اگر سینوس و کسینوس یک کمان یا یک زاویه هم علامت 
باشند» آن وقت تانژانت و کتانذانت آن‌ها مثبت است؛ همچنین تانانت و 
کتانزانت وقتی منفی هستند که سینوس و کسینوس متناظر آن‌ها؛ علامت‌های 
متفاوتی داشته باشند. به این ترتیب: 

اکر انتهای یک کمان در ربع اول یا ربع سوم دايرة مثلثانی باشد تاتزانت 
و کتاناانت آن کمان مثبت و اگر انتهای کمان در ربع دوم يا ربع چهارم دایر 


نی باشد؛ تانژانت و کتانژانت آن منفی است. 


: یی هعتی < 8۵۲۷۰,ه < ۲8۱۸۰ بی معنی 1 وا 


۰ < ۲۷۰۲ 60۷ , بی‌معنی < ۰,60۱۸۰۳ < 6۵0۹۰۳ ,بی‌هعنی < ۰۳ 60۷ 


وش 


نتیجه ۴ . برای مقدارهای تانژانت و کتانژانت» محدودیتی وجود ندارد و 
هر کدام از آن‌ها می‌تواند هر مقدار دلخواه را (منفی؛ مثبت یا صفر) بپذیرد. 

اگر » < »۵ آن وقت ۰ <- ۷8۵+ تست سست. با بزرگ شدن ه 
گنوی که از ٩۰‏ درجه نگلرد)ه بزرگ می‌شود: زیرا صورت کسر بزرگتر و 
محرج آن کو چکتر می‌شود. شر جه زاو به نه و 4 در حه نزدیک‌تر باشد» سست 
۵ 911 » پعنی ۱80 و ذ. به همین ترنس می‌توان در ر های دیگر 
بوصم ۰ * هی ی ؛ ین رای ۳ 
دایرةٌ مثلثاتی (چه برای تانژانت و چه برای کتانژانت)» نوع بستگی مقدار 
0 با ۵۰ 0۱۲ را با زاویه ۵ مشخص کرد (خودتان این بحث را ادامه دهید 
و کامل کنید) 

۵ تانزانت و کتانژانت روی دايرة مثلئاتی. به شکل ۲۳ توجه کنید» در 


ان 
۵ ولو ع ۲۸ < 0 ,وی < 0۷ < 0,0۳۲ -- ۸۷۲ 


در ضمن. نیم‌خط راست 00۸1 خط راستِ مماس در نقطةٌ ۸ را در 7 و 
مماس در نقطه ۶ را در ‌ فطع کرده اه 
که مخلی: )ام زر( متشابه‌اند» پبس 


0 << ۸7 ج ی 
۹ ۵ ۰ 0 0۸4 


(چون ۰02۸ شعاع دایر؛ مثلثاتی و برابر واحد است). 
همچنین» از تشابه مثلث‌های 00۲44 و 09 نتیجه می‌شود: 


۵ ام -- 5 9] 


۷۳ 


شکل ۲۳ 


تانذانت روی مماس در نقطه ۸ (مبداء کمان‌ها) و کتانژانت روی مماس در 
نقطه ۶ (نقطه 1 یا ٩۰‏ درجه) به دست می‌اید. 

همان طور که ۸۸ (يا دفیق‌تر 27) را محور کسینوس‌ها و ۶ (یا 
7 را محور سینوس‌ها می‌نامند» مماس در نقطهٌ ۸ را محور تاناانت‌ها و 
مماس در نقطة ‏ را محور کتانژانت‌ها گویند. 

جهت متبت محور تانرانت‌ها از پایین به بالا و جهت مثبت محور 
کتانژانت‌ها» از چب به راست است. 

توجه کنید: برای کمان ۸۸ هم (که انتهای آن در ربعم سوم دايرة 
مثلاتی اشت) همان ۸۱ و 35 برای تانرانت و کتانژانت به دست م‌اید 
(شکل ۲۳ 

در شکل ۰۲۴ تانژانت و کتانذانتِ کمان ۸ (که انتهای آن در ربم 
دوم دایرة مثلئاتی است) نشان داده شده است؛ در این شکل» هم تانرانت و 
هم کتانرانت» مقدارهایی منفی هستند : 


5و - ۵ ام , ۸ < 6ع 


۷۴ 


مثلث قائم‌الزاویه و نسبت‌های مثلثاتی زاوية حاده 
۱ دوباره به شکل ۲۱ برمی‌گرديم. اگر شعاع دايرة مثلثاتی راء به جای 

واحد» 70 می‌گرفتيم آن وقت داشتیم: 

۱۳1 0 ۲۱ 


)۱( 97 0 و 017 6 511 
اگر مثلث قائ‌الزاوية ۸ را از دایره جدا کنیم» به این نتیجه می‌رسیم : 
نم مجاور ۵ 0 کف اند سس ی ماگ 
طول وتر طول وتر 
۳۳ 
الک ۱ جد ال ووج: و اش / 511 


7 0/۱ 
ان اد تس 


0 «رو < وم و 609/0 <- ۵ 5112 


۷۵ 


شکل ۲۵ 


یعنی سینوس هر زاویه برابر است با کسینوس زاویهٌ متمم آن و» برعکس» 
کسینوس هر زاویه برابر است با سینوس زاویهُ متمم آن. 

#یادداشت. به عمد» از ذکر حاده بودن زاویه خودداری کردیم» زیرا این 
قانون» برای هر دو زاويةٌ متمم درست است (به دايرة مثلثاتی مراجعه کنید و 
زاویه‌های متمم مختلفی را در نظر بگیرید و به درستی این فانرن فان شوید). 
مثلگ دو زاویه ۱۳۵ درحه و ۴۵۸۵ - درجه متمم یکدیگرند» زیرا 

۱۳۵ سب (۴۵۲-) سر‎ ٩ 

و در ستیجه 


("۴۵-)910 < ۱۳۵۳ و0 و (۴۵۳-)05 <- ۱۳۵۲ 518 
و به طور کلی 
0۵ - 7 | 0 ع وم و | - | وم  <‏ 512 
(به یاد دارید. که ِ رادیان» یعنی ٩۰‏ درجه). 


۳ 


مش 


اکنون» تانژانت و کتانذانت زاویه حادة ‏ را؛ در مثلث قائم‌الزاویه 


۱۳/۱ 

طول ضلع رو به رو به _ 2 ۱۵2 ماو 

ول تلع مجار 7۵ 7 102 ۳ 10۳ 7 مر - 
9 

با 

طول ضلع رو به رو به ۵ ۱۳/۱ 


01 ۵ 


فانون زاویه‌های مت ی دربارة تانژانت و کتانزانت هم درست اناد جول 1 
و 8 متمم یکدیگرند ( ٩۰۳‏ < 8 + ۰/6 پس 


امه و 6۵00 < ۱8۵ 
و به طور کلی 


7 7 ۱ 
[ه - 3 8 << ۵۰ ۰0 و (ه- 3 0 ح :80 


۹ محاسبه سبت‌های متلئاتی سجن زاو به. در را فائم‌الزاویة شکل 
۶ مقدار زاویه ] را ۲۰ درجه گرفته‌ايم. می‌دانید» طول ضلم رو به رو به 
زاو به ۳ درحه ؛ در مثلت فائم‌الزاویه, برابر نصف طول وتر تین :: 


۱ 
شاج < ۱۸0۱ 


بنابراین به سادگی به دست می‌آید : 


۷۷ 


شکل ۲۶ شکل ۲۷ 


دز همین منت تنم الزاویه داریم 


۱ ۱ ۱ 
۸۱ج - ۱۸۵۱ ۱80۱ جد |ق4| > ۱86۱+ ۸۵۱ 


چا ۱ ۳ 
یعنی ۸|۲|چ ‏ 80۱ و وم ۷۳ < |۰۱20 پس 


۶۰۰ زو ح ۲۰۰ هم 


۳ 
۷۳ سس ه2« دس ۳۰ 


ست < 60۶۰۳ < ۳۰۳ 


و از شکل ۰۲۷ که مثلث فائم‌الزاوية متساوی‌السافینی را نشان می‌دهد. به 


۴ 0 ‌ ۷۲ 


3 


8۴۵۲ < 0۷۴۵ 2-۱ 


۶۵ چند دستور مهم 


۷۸ 


سبت‌های مثلثاتی دیگری هم وجود دارند که از اهمیت کمتری 
برخوردارند. مثلا عکس کسینوس را سکانت و عکس سینوس را کسکانت نام 
گذاشته‌اند و این طور نشان می‌دهند ؛ 
۱ ۱ 


سس < 60866 , 
5112 050 


دت ۲ 804 
۵ 


ولی ضرورتی ندارد. آن‌ها را در دستورهای مثلثاتی وارد کنیم؛ چرا که هر جا 


به وجود آن‌ها نیاز باشد» می‌توان از عکس آن‌ها» یعنی کسینوس و سینوس 
استفاده کرند, 


۲ دستورهایی که برای نسبت‌های مثلثاتی به دست آوردیم : 


۰۲ ۲ 
٩1۳ 6+ وه‎ 6 < 
٩1060 005 0 


به ما امکان می‌دهند که: اگر یکی از نسبت‌های مثلثاتی کمان یا زاویه‌ای را 
در داسست داشته پاشیم؛ بقمه نست‌ها را یه 3سا آوریم. 
مثال . می‌دانیم انتهای عمان 6۲ ۱۰ در ربع سوم دايره مثلئاتی و 
ی ۳ 
تاترانت ال برابر 73 است. سایر سبت‌های مثلئاتی زاوه ۵ را بیدا کنید. 
4 ۱1 س_ ۱ ده 
از برابری 3 <- ۰۲80 بلافاصله نتیجه می‌شود : 


۸ 
سم بر ای 
۱ 


٩112 0‏ ۱ ۳ 
اکنون از دسور ۳۹ ‌- ۳0 استفاده می‌کنيم . به برسب داریم : 


۴ »6 605 - ۱ ۷ 0 519 
۲۵ ن ۷ 
۰)(9) 1 ۰05) 


۷۹ 


۵ -< ۰ وم ۱۶۹ حد ن آوم ۲۵-۲۵ -< ۰ آومم ۱۴۴ ج 


‌ ۲ 
از ال‌جا نب ۵ 608۲. جون انتهای کمان ۵ در ربعم سوم و بنابراین » 


۵ 
سس سس << 0 و5لر) 
۱۳ 


سرانجام» مقدار سینوس هم پیدا می‌شود : 


قد ار وافم می‌توان هر ست مثلئاتی را بر حسب هر سست مثلئاتی 
دیگر بیدا کرد. به عنوان نمونه» مقدار کسینوس را می‌توان بر حسب هر یک 
از نسبت‌های مثلنئانی دیگر نوشت. 


اول. مقدار کسینوس» بر حسب سینوس : 


2۲ " ۲ 
۵ و - 4۱/۱ < وم ج- 6۵ ۱۰-518 <- ۵ 605 


که علامت آن؛ بستگی به جای انتهای کمان .۵ روی دايرةٌ مثلثاتی دارد. 
دوم. برای پیدا کردن مقدار کسینوس بر حسب تانژانت؛ دو طرف برابری 


۰. ۲ 0 ۲ 
511۳ 6 1 ۵5 6۵ - ۱ 


را بر ۵ و0 تس می‌کنیم (به شرط 0 0): 


سب 2 ۱+ 0 چا 
1 5 ۵) 


۸9 


که مر اند بة این صوزت نوشته شزد: 
۱ 

مسسسریس 

۱ + 6 0 


۳۹ 
05 0۵۷ 


آورد 
۵ 60۱۲ 


سس - 6 توص 
۲ 
۵ اه 1 ۱ 


خودتان» به عنوان تمرین» مقدار هر یک از نسبت‌های مثلثاتی سینوس» 
قاناانت و کتان*انت را» بر حسب سایر نسبت‌ها بیذا کشد. 

۴ از بین همه دستورهایی که» یکی از نبت‌های مثلثاتی را بر حسب 
یکی از نسبت‌های مثلثاتی دیگر می‌دهند» دو دستور را باید به خاطر سپرد؛ 
جرا که در بسیاری جاها. می‌توانند کار حل مساله را ساده کنند. این دو دستور 


جنین‌اند : 
۷ ۱ ۱ 
۳ بت ۳ 
60۵5 
۲ ۱ 
او د ۱ سس 
51۳ 


با همین مقدار آگاهی که از مثلثات بیدا کردیم» می‌توانیم تمرین‌های گوناگون 
را در مثلثات حل کنیم. در اين‌جا» چند نمونه از آن‌ها را آورده‌ايم. 
مثال ۱. مقدار ۸ را پیدا کنید» به شرطی که بدانیم : 


۲ ۳ ۲ ۷ بح ۸ 


۸ 


۸ < )۱۵۱۳۰۵۸۹۲ (۵۲۵۸۸ ۳ ۳ ۰ 
...)8۲۴ ۲۵۴۶ (۵ 


می‌دانیم ؛ برای دو زاوبه‌ای که مجموعی برابر و ۹ در حه داشته باستد (دو زاو به 
متمم)» تانژانت یکی با کتانژانت دیگری برابر است. در همهٌ حالت‌هایی که 
زاویه از ۳۵ درجه بیشتر است» تانزانت زاویه را به کتانژانت متمم آن تبدیل 


می‌کنيم ؛ به دست می‌آید : 


۴۳۴۰۳۰۵ ام ۲۳(۰۰۰)8۲۴ 60۲ ۱۳()۵۲۲ اه ۷۲۵۱) <- ۸ 
که با توجه به دسئور ۱ <- 6 60 0 سرانجام خواهیم داشت : 


مثال ِ- اک بدانیم سی ی سسوسن و کسوس راویه‌ای برای ۵0 است: 
مقدار حاصل ضرب سینوس و کسینوس این زاویه را پیدا کنید. 
می‌دانيم ۵ < 7 605 + 7 510. با مجذور کردن دو طرف این برابری؛ 


به دست می‌آید : 
5 ۱ ۰ ۳ 1 ۰ ۳ 
۵ << 1 608 ۲ 5۱ ۱4۲ جچت< 4 << ۵ وم 4 وم 2 919 ۲ و زو 
1 
از آن‌جا : ها ی 7 وم 7 5۱1۱ 
۱ سك 71 3 حح با وال 5 
ال لت بت هی سم ! ۲ 


(۸ وی + ۵ صلع)۲ - (2 آدمی + 7 آوزه) ۳‏ ۸1 


۸۷ 


به ترتیب» مقدارهای درون هر یک از دو پرانتز را ساده می‌کنيم. 


۲ ۲ .۰ 1 ۲ 2 ۱ 
2 وم 2 ۲۲ - (2 ومع + 2 5[0) < 2 "وم + 2 ده 1 


۲ ۲ 
- ۱۷ -- ۲ 311 2۲ 05 


(و2 وی + 2 آوزه) > 2 وی + 2 کورزو (۲ 


2 09۲ ۲ "صز ۳ ۱ < (2 آوی + ۵ اصلو2 آوم 2 ۲ جرژو ۳- 
بنابراین 
(2 09 ۸ ۳۱ - ۲/۱ - (2 "وی وزو ۲ - ۳۲۱ - /۸ 
2 ۲ وم ۳ راو ۶ تِ 2-۲ دی ۲ زو ۳-۶ 
مثال ۴ . زاویه‌ای است مثبت و حاده و می‌دانيم 
)۱ ۲ < (2 - 0/۱۳۲۳ + (۴۲۳ - )ما 


مقدار ژاویه ۲ را بیدا کنید. 
از آن جا که 


<< ۴۲۳ - ۱۳۲۰ ح ( - ۱۳۲۰ + (۴۲۰ - و ) 


بنابراین 
( ۴۳۳ - )ع < ( - 60/۱۳۳ 


و برابری (۰)۱ به این صورت درمی‌آید : 

۱ < ( ۴۲ - )یا چت ۲ د ( ۴۲۰ - :2 )۲۱۵ 
یعنی "۴۳۵ < ۳۲ - ۲ و ۸۷ < 2 (نانژانت ۲۳۵ درجه هم برابر واحد 
است؛ ولی تر آن صورت برای ۰:۲ زاویه‌ای حاده به دست نمی آید) . 


۸۳ 


منال ۵. اگر بدانیم 
6۵ << 0 609 +4 ۵ 518 
۵ 608 - ۵ 511 
چه رابطه‌ای بین » و ا وجود دارد؟ 
در وافع » می‌خواهیم رابطه‌ای بین 0 و ۵ بیدا تسم که در آن؛ نست‌های 
مثلناتی 0 وجود نداشته باشد. در این گونه تمرین‌ها» معمول شده است که 
پرسش مساله را این طور می دهند : رابطه‌ای مستقل از 0۵ بین 0 و ۵ بیدا 
از مجموع و تفاضل دو برابری داده شده به سادگی به دست می‌آید : 


۱ ۱ ۱ ۱ 
٩18 6۱ 1 + 6(, 609 ۵ 7 - ۵( 


ولی می‌دانيم: ۱ < ۰ "وم + ۵ 513 بنابراین 


۱ 


۱ ۱ 
2۲ + ۱ 2 (0 - »)> + 0(۳ + 0)ج 


۳ 


«مخال ۰۶ 2 زاویه‌ای است مثبت و کوحکتر از ۲۶۰ درجه و می‌دانیم : 
6 < «ی۶ا. ثابت کنید؛ برای > دو جواب به دست می‌آید که حاصل‌ضرب 
آن‌ها: به 06 بستگی ندارد. 

در شکل ۰۲۸ مقدار ۰87 یعنی » را مثبت گرفته‌ايم (استدلال برای 
حالتی که 4 منفی باشد. تفاوتی با این حالت ندارد. خودتان» شکل را برای 
حالت » > » رسم و استدلال را دنبال کنید). اگر » < |۸1 بگیریم» دو 
کمان بین » درجه و ۳۶۰ درجه وجود دارند که تانذانت آن‌ها؛ برابر 6۵ است: 
کمان‌های ۸/۸ و ۸۸. در ضمن 


۸/۷ ۱۸۰۲ 7 


ور 


وسط کمان ۸۸ را ۷ و وسط کمان /۸۸ را ۸۷ می‌ناميم. اگر فرض 


٩:۳ 4+ -‏ -- ۸۷۲ و -- -< ۸۷ 
۲ 1 
در ضمن, با توجه به شکل ۲۸ 


باس ح< (۸۲)- ح- 3 سل ۰ 2 ۷ نت ۳4۹ كت ج 


۱ و ۸۲ مقدارهای -8) هستند؛ ولی 


۲ تس 
)اس - [ 2 + ۰ 8 -- 1۷ 
9 


۲ 8 ۳۳ 
زیرا > + ٩۰۳‏ متمم --- است (مجموع آن‌ها بر ٩۰‏ درجه است). در 


۱ ۲ . 6۷ «# 
ضمن انتهای مات 9 در ربع چهارم دایر ه مثلئاتی ات ) بنابراین 


۸ 6۲ ۱ 
کح () 0 - ۳ 
۲ 1 


۸۵ 


شکل ۲۹ 


به این ترئیب» حاصل ضرب دو جوابی که برای 9 به دست می‌آید» یعنی 
حاصل ضرب ۱ و ۰1۲ جنین خواهد شد: 


0 | 2 . 
۱ سب سب اس | 9 ۲« 


و می‌بينيم» این حاصل ضرب. برابر مقدار ابت ۱- است و به مقدار 6 
تس ندارد. 

«مثال ۰۷ مطلرب است محاسبه نسبت‌های مثلئاتی زاویه‌های ۱۵ درجه 
و ۷۵ درجه. 

در مثلث فائم‌الزاوية 0 زاویه به راس ۸ را برابر ۱۵ درجه و زاوية 


به راس 3 را برابر ۷۵ درجه گرفته‌ايم (شکل ۲۹). اگر ۸317 را برابر ۱۵ 
درحه حلدا نیم هت 9۷۱ کار متساوی‌السافین می‌سود ۱۳۸۱ كت ۳۱ 9 
در نتیجه (جون ۳۰۴۳ 0 3 ) ۰ 


۲۱8۵۱ < ۱۳۸۱ ۱۳۲۱ 
وبا توجه به مثلث فائم‌الزاوية 0 به دست می‌آید : 
۳ - ۳۱ 0 


اکنون» در مثلث قائم‌الزاوی؛ ۸120 می‌توان نوشت : 


90۱ 0و ۱ 
سل ی را م۳0 
0 3 2۱ 8 5 


۱ افزد۱ ۳ ۳90 


۳ 


۲۱80+ ۱80۱۷۳  ۱۵20۱۲+۱۷/۳( ۲۳ 


۶ 


و یاه اگر صورت و مخرح کسر را در ۰/۳ - ۲ ضرب کنیم : 


8۱۵ << 600۷۵ << ۲ ۷۳ 


با قر است داشش یکی از نسنت‌های مثللاتی» می‌توان بقیه را هم به دست 


آورد : 


60۱ ۱۵۳ < ۱2۷۵۲ - ۲ ۳, 
6-۴ 
۴ 7 


۷۶+ 


۷ 


۷۵۰ نج عع: ۱۵ ٩‏ 


۷۵ 1۲و - ۱۵ ۵85 


وارهُ «مخلغات» از «مثلث» آمده است و ترجمه‌ای است از وارة فرانسوی هم‌ارز 
آن؛ که به معنای «اندازه‌گیری مثلث» است. در زبان فارسی» به جای «مثلثات»؛ 
از واه «سه‌بروارگان» استفاده کرده‌اند. 

از نام‌گذاری «مثلثات» می‌توان حدس زد که این شاخه از ریاضیات 
دست کم در آغاز پیدایش خود» به نحوی با «مثلث» و مساله‌های مربوط به 
نتلنتستگی داشته است: 

در واقم» پیدایش و پیشرفت مثلثات راء باید تتیجه‌ای از تلاش‌های 
زیأضی‌دانان» در جهت رفع دشواری‌های مربوط به محاسبه‌هایی دانست که 
قو تازستة: و فر اف شتاسن رو بة رزق خاناستنان. بوذة است. قوب 
دشواری‌های هندسی» خود ناشی از مساله‌هایی بوده است که در اختر شناسی 


با ان رو به رو می‌شده‌اند و بیشتر جنبهٌ محاسبه‌ای داشته‌اند. 


۸۷ 


بیش از این در جلد اول (صفحه ۰)۱۸۸ یادآوری کرده بودیم که 
ریاضی‌دانان یونانی» بیشتر به هندسه توجه داشتند و کمتر به محاسبه 
می‌برداختند. در اخترشناسی» برای تعیین جا و موقعیت ستارگان» فاصله‌های 
آن‌ها از یکدیگر و سایر ویژگی‌های آن‌ها به عدد نیاز داشتند» ولی در راه‌حل 
هندسی» پاسخ را مثلا به صورت یک باره‌خط راست به ما می‌دهد و. در 
نتیجه» کار اخترشناسان را دشوار می‌کرد. 

نمونه‌ای از هندسه بیاوریم. فرض کنیم از مثلث /۰۸16 زاویه‌های 
۸ و ظ و طول ضلع ۸17 داده شده باشد.چگونه می‌توانیم طول هر یک از 
ضلم‌های 90 و ۸0 را پیدا کنیم؟ 

در هندسه. راهی ساده برای رسم این مثلث وجود دارد و» در نتیجه. 
ضلع‌های 10 و ۸0 به صورت پاره‌خط‌های راستی به دست می‌آیند. رسم 
مثلث و. سپس اندازه‌گیری طول‌های دو ضلم مجهول را نمی‌توان با دقت 
ریاضی به دست آورد» زیرا رسم و اندازه‌گیری به یاری ابزارهایی مثل خط کش 
و نقاله و پرگار انجام می‌گیرد؛ هم اين ابزارها دقت ریاضی ندارند و هم چشم 
ما اشتباه می‌کند. برای پیدا کردن پاسخ دفیق» محاسبه لازم است و این 
محاسبه» در حالت کلی نیاز به مثلثات دارد. 

سعی مي‌کنيم؛ این مساله را حل کنیم. ولی بیش از آن باید دستور مثلثاتی 
مربوط به آن را پیدا کنیم. دستور مثلثاتی را با همان روشی پیدا می‌کنيم که 
ابوریحان بیرونی» در هزار سال پیش بیدا کرد. در مثلث ۰۸167 زاویه‌ها را 
4 ظ ون و طول ضلع‌های رو به رو به آن‌ها را» به ترتیب 0 0 و 6 
می‌نامیم. به مرکز راس 1 و به شعاع برابر واحد. دایره‌ای رسم می‌کنيم تا 
امتداد ضلع 19 را در (1 و امتداد ضلع 3۸ را در ۷ قطع کند (شکل 
۰ این دایره راء که شعاع آن واحد است. دایر؛ مثلئاتی می‌گيريم که در 
آن. نقطةٌ ۰1 مبداء کمان‌هاست. بنابراین» سینوس کمان ۷( یا سینوس 
زاوية 7 برابر طول باره‌حط راست ۳/۷ است (۸۷۲ ۲ بر امتداد 70 عمود 


۸۸ 


است) 


۱ - ۶ و[ 


اگر 7 ارتفاع مثلك ۸6 را رسم کنیم» از تشابه دو مثلث 1 ۸12 و 


۱۸۱ : ۱۸۲۱ - ۱ 
0 ۱ 


[ ۱ سس سس 
٩11 0‏ | ۱۸۸۳ 


(این دایره را در شکل ۳9 رسم نکرده‌ایم) » به ذدست می‌آید : 

0 ۱ (۳ 

۱ من ۸۲۱ 
و از تقسیم برابری‌های (۱) و (۲) بر یکدیگر : 


۳ 1 و «رزه 0۰ 


0 0 ٩۱0 ۹1۳ 


۸۹ 


و اگر همین روش راء دربار؛ُ دو زاویة ۸ و ] به کار بریم» سرانجام به دست 


5 6 / 0 
,۳( > ح< سس << 


نو هه ۸ وه 
برابری‌های (۰)۳ در هر مثلث دلخواه برقرارند و به رابطه سینوس‌ها در مثلث 
مشهور شده‌ند. 
همین برابری‌ها: کلید حل مسالة ما هستند. ساله را به صورت 
مشخص‌تری می‌آوريم. 
مثال ۸. در مثلث )۸13 می‌دانيم: 
۲ < |۱۸8۱ < ۴۵۳,6۵ < ۶۰,6 - و 


طول هر یک از ضلم‌های |80 < » و |۱۸ < ۵ را پیدا کنید. 

روشن است که "۷۵ <- ۸ (چون مجموع زاویه‌های هر مثلث برابر 
۱/۸۰ درجه است). فر برابری 

۳ . ٩ 
من ۶ وه‎ 


(۱) 


مقدارهای > و 7 طلو و 0 زو را فرار می‌دهیم : 
۳۸ 


8 ب ص ۰ ۳ ۳۹ 0 ام 
53 5 ۱۵۰ 810 < 0 رس 6۰ ۶ 311 ده 2 ۲۵۱ دج 


به ترتیب به دست می‌آید : 


۲۷۳ - ۵/۲ ج بل - چر + چد - بش 
3 5 

۲ _ ۷۲ص 

ات 


٩ 


۶ ٩۲ 
نت‎ 


و اگر مقدار < "۷۵ 9 را به حساب آوریم (حل مثال ۷ را 
نسینید) ) آن وفت با معلوم بودل طول ضلم ۹ از برابری 


6» 


مه ۸ وه 


طول ضلع |90 - » به دست می‌آید. دارم 


۲۳۳ ۲0 ۲۷۶ ۳0 ۱ 
۷7۶ 
۱+ ۷۳ عم چ ۲ ۲۷۳٩+‏ - ۲ + ۷۱۲ < ۲۵ چ 


از مثلئی دو زاویه و طرل ضلم بین آن‌ها معلوم بود» توانستیم مقدار زاویة سوم 
و طول‌های دو ضلع ذبکر را بة وست آوریم. در این موردها می‌گویند: مثلث 
را حل کرده‌ایم. حل مثلث» یعنی پیدا کردن ضلم‌ها و زاویه‌های نامعلوم از 
روی ضلم‌ها و زاویه‌های معلوم؛ و حل مثلث» در حالت‌های کلی خود؛ به 
یاری مثلثات ممکن است. 


در اخترشناسی اغلب به مساله‌هایی برمی‌خوریم که؛ برای حل آن‌ها؛ به 
مثلثات و دستورهای آن نیاز داریم. ساده‌ترین این مساله‌ها؛ پیدا کردن یک 
کمان دایره (بر حسب درجه) است. وقتی که شعاع دایره و طول وتر این کمان 
معلوم باشد؛ يا برعکس پیدا کردن طول وتری که شعاع دایره و کمان آن وتر 
در دست باشد. 

شما می‌دانید که سینوس یک کمان» از لحاظ قدر مطلق: برابر با تصف 
طول وتر دو برابر آن کمان است (روی دايرة مثلثاتی» نشان دهید). همین 


۹ِ‌ 


تعریفب ساده ‏ اساس رابطه بسن کمان‌ها ِ وترها ر در دایره» تشکیل می‌دهد 
و مثلثات هم از همین جا آغاز شد. 

کهن‌ترین جدولی که به ما رسیده است و در آن» طول وترهای برخی 
کمان‌ها داده شده است؛ متعلق به‌هیبارک اخترشناس سده دوّم میلادی است. 
و شاید بتوان» تنظیم این جدول‌ها را؛ گام نخستین کرجکی؛ در راه بیدایش 
مثلثات ادایست. 

منه‌لائوس ریاضی‌دان و بطلمیوس اخترشناس هم (هر دوء در سدهُ دوم 
میلادی) ؛ در این زمینه» نوشته‌هایی از خود باقی گذاشته‌اند. ولی همه کارهای 
به مفهوم‌های اصلی مستلتات بر مینك . 

نخستین گام اصلی به وسیلهٌ آریابهاتا» ریاضی‌دان هندی سده پنجم 
مبلادی بر داسته شد که در وافع ؛ تعریفی برای نیم وتر یک کمان (یعنی؛ همان 
سینوس) داد ... از این به بعد؛ به تقریب همه کارهای مربوط به شکل‌گیری 
مثلثات (چه در روی صفحه و چه در روی کره) به وسیلة دانشمندان ایرانی 
انجام گرفت. خوارزمی (محمد فرزند موسا) نخستین جدزل‌های سینوسی را 
این جدول‌ها و کستر رن مفهوم‌های مثلئاتی پرداستند. مروزی [محمد فر زنل 
عبداالله) جدول سیئوس‌ها را ۳۰ دقیقه به ۳۰ دقیقه (به تقریب) تنظیم 
کرد و برای نخستین بار» به دلیل نیازهای اخترشناسی مفهوم تانرانت را 
(که ظل می‌نامیدند) تعریف کرد. جدی‌ترین تلاش‌ها» به وسیلة ابوریحان 
بیرونی و الوفای بوزجانی (بوزجان» همان تربت جام امروزی است) انجام 
گرفت که توانستند بیچیده‌ترین دستورهای مثلئاتی را بدا کنند و جدو‌های 
سینوسی و تانژانتی را با دقت بیشتری تنظیم کنند (ابوالوفاه با روش جالبی؛ 
به یاری نابرابری‌ها» توانست مقدار سینوس کمان ۳۰ دقیقه را پیدا کند) و؛ 


سرانجام؛ خواجه‌نصیرتوسی» با جمم‌بندی کارهای دانشمندان ایرانی پیش از 


۹ 


وج نخستین کتاب مستقل مشلثات را نوشت: بعد از وسی» جمشید کانانی: 
ریاضی‌دان ایرانی زمان تیموریان» با روض زیبائی که برای حل معادلهٌ درجه 
سوم پیدا کرده بوده توانست راهی برای محاسبة سینوس کمان یک درجه - با 
هر دقت دلخواه - بیدا کنك. 

پیشرفت بعدی دانش مثلات از سدهة پانزدهم مبلادی و در اروپای غربی 
انجام گرفت. 


تمرین‌ها 

۲ این کمان‌ها را بر حسب رادیان بنویسید: 

۵ درجه ۲۰ درجه ۴۵ درجه» ۶۰ درحه ۱۳۰ درجه ۱۳۵ درجه 
۰۵ درجه» ۱۹۵ درجه ۲۲۵ درجه ۲۴۰ درحه ۲۵۵ درجه ۲۸۵ 
ریت ۱۵ ی ۳۳ درسه ۳۷۵ جرج ۲۷ چسه 
۴ درجه ۵۴۰ درجه ۶۱۲ درجه. 

ان آنق حاتتفا زیر سا با سید گنها بر نب راقیان 


داده سده‌اند ؛ نام واحل رادیان ذکر تسده اتتاا 


وه ۷7 ۲ ۵ ۱۷,۲ 


1 
و ون سح و 
۸ 


11 ٩ ۴ ۳ 


۴ کوچکترین کمان مثبت ۸۸ را ۵ درجه می‌گيريم : 

الف) ثابت کنید برای نقطه ۸۷ از کمان ۸ ِ - ۸/۷ دو جواب به 
دست می‌اید که در دو سر یک قطر از داپره‌اند. 

#ب) ثابت کنید برای نقطه ۰۳ انتهای کمان ۸۸۷ ِ سه جواب به 
دنت می ای که راس‌های یک مثلث متساوی‌الاضلاع‌اند. 


۳ 


#حج) ثابت کنید» به طور کلی برای نقطهٌ (۰6 انتهای کمان 


۸ - ۲ 
۱ 

۵ از سه زاويةٌ یک مثلث» یکی برابر درجه. دیگری برابر 
درحه به دست آورند. 

۶ از ۱ «ذ5» ۲ ده و ۳ و کدام از همه کوچکتر و کدام از همه 
بزرگتر است؟ (زاویه‌ها بر حسب رادیان هستند). 

+۷ عددهای زیر را» به طور صعودی (یعنی از کم به زیاد) منظم 
کنید (کمان‌ها بر حسب رادیان‌اند) : 


811 ۱, 811 ۲, 511 ۲,51 ۴, 51۳ ۵, 1 ۶,۷ 


۸/۸ می‌دانيم» 0 زاویه‌ای جادة امیت ۲۵ مه 0 5( آیا می‌تو انبد 
مرزهایی برای زاویه ۵ بیدا کنید؟ مثلاً روشن است که ۵ از #۰ درجه بزرگتر 
ات زیر ۵ ۰ 668۰ و شر جه زاو به بزرگتر باسد) کسینوس آن 


کو چکتر است: 


ره ار 


این محنوده ۴ تنگ‌تر زب 9 


۱206 - ۲۸ ۷۵ 


۹ 


۰ انتهای کمان ۵ در ربم دوم دایرة مثلثاتی است. در هر یک از 
حالت‌های زیر ؛ نیت نیو تیدا کنید؛ 

و سره - - معا ۳ > - < ه وو. 

7 زاویه‌ای مثبت و حاده است؛ کدام‎ » ٩ 

الف) 6050 یا ۲۵ 605: ب) ۵ 518 با ۲۵ «و؟ 


ُِ‌. ۵ راویه‌ای ات حاده و مثبت و می‌دانيم : 
۴ 2-2 ۵96 + 6 51۳۲ 
مقدار هر یک از نسبت‌های مثلثاتی ۸ را بیدا کنید. 
۳ 0۲ راویه‌ای است حاده و می‌دانيم : 


۳ 
۱۶۹ 


5٩۱1 0۲۰ 005 6 


مقدار ۵ با + ۲۵0 را بیدا کنید. 
۳ متدار 4 را محاسبه کنید» به شرطی که بدانیم : 
۱۳ ۱۷1 


ست. وه ۲ لد اشفا ۳ حسد از 
۳0 0 ۹111 ۱ 
1 5 ۳ ۳ 


شمار و دفقه شمار ) حقدر ای ۷ 
۶ ۸ عددی است درست (مشت. منفی یا صفر). دز جند 


۲ 
مقدار میختلفب می‌تو اند اتسار کر ومه حطور ؟ 


پٍِ‌. ۶ و !1 دو شلد درست و مست یسك . ثابت کنید » برای سس 
زاو به ۹8۱ همه داریم : 


۳ ۳ 
۱۲۱ 4 1 


۳۱۳17 


608 6 > 


۵٩ ۵ 


به ۲طزو. زاویه مثبت 0 را که از ۳۶۰ 


در حه عچکر ات بیدا کنید. 


۵ << 8 وزو + ۵ 6,510 < 6050 + 0 605 


مقدار 0 ولو ۵ جع + 0 605 ۵ 609 را محاسبه کنید. 


۰۵ اگر داشته باشیم: 


چه رابطه‌ای بین 2 و ۷ وجود دارد؟ 


؟ ۵ ۱ . ۳9 8 مطلرب ات محاسه 


‌ 0 
سس سل : 
٩112 2‏ 0:7 


بر حسب مقدارهای مثبت مت ۶ و ۱ (انتهای کمال در ریم اول دايره نان . 


امست): 


۲ بین دو معادله 


6 < 668 + 2 518 |[ 
ام -- وم 0 + ۲ (طار5 6 


نه زبان ساده ) رابطه‌ای ر که بین ضرب‌های 0 0 6 6 ّ و 7 وحود 


دارد » ناه دس آورید). 


۶ 


۳۴ آیا برابری زیر یک اتحاد است : 


۱ 


[51[1 سب 


۶ حاصل این عبارت را به دست آورید (۳۶۰۴ > ۵ > *۰) 


۱ 1 + ۱ 0 - ۱ ۳ 
0 -- | ۵ 510 د ۱ 5 
0 1+ ۱ 0 - ۱ | / 9 
0 8 - ۱ ه وم +4 ۱ ۱ 1 
۱ 0 ار 0 ۱ ی با از : 
۱۰۵ . اتحاد 0 ۲1 مت 8 را برای حالت زاو به حاده و مشت 


0 به کمک شکل ثابت کنید. 
۶ ثابت کنید برای هر عدد طبیعی ۲ < « داریم : 


7۲( -- «و) و ۳7 1 
و جح ست و ط  ,‏ . طاسب 605 سب 005 ۲ - 0605 
11 17 // 11 


۷ درازای سایه درختی» برابر ۲ متر است. از انتهای سایه درخحت: 
زاویة فراز راس درخت را اندازه گرفته‌ايم» برابر ۶۰ درجه شده است. ارتفاع 
درخت را پیدا کنید (شکل ۳۱). 

یادداشت. ومیله‌ای وجود دارد به نام زاویه یاب که به کمک آن؛ 
می‌توان زاویه بین صفحه افقی و خط راستی را که از نقطه دید زاویه یاب و 
ارتفاع مورد نظر می‌گذرد. اندازه گرفت. این زاویه را» زاویه فراز ارتفاع در 
نقطهٌ اندازه گیری گویند. 

۸ می‌خواهيم ارتفاع ۸12 از یک بلندی را محاسبه کنیم» نه راس 
بلندی در دسترس است و نه پای عمودی که از آن بر سطح زمین فرود می‌آید. 


۷ 


۵ 


شکل ۳۲ 


زاویه یاب را» که ارتفاع سه پایهُ زیر آن؛ برابر یک متر است» جلو و عقب 

برده‌ايم» در نقطه ۱ زاويهٌ فراز بلندی برابر 4 و در نقطهٌ (1 برابر ۸0 شده 

است. طول پاره‌عط راست ()۰ که امتداد آن» بر ارتفاع بلندی؛ یعنی 11۸ 

عمود است» برابر 4 متر است. ارتفاع ۸ را محاسبه کنید (شکل ۳۲). 
4 ود فلت با طول شعاع دايرة محاطی را 7 و 


2 2:0 ۳ 52 ب‌ ۸ -_ ان 9 0 ۳۵ و << ۸۸۱ 


۸ 


۱۳ 0 
۷ ۲ نث 


*. در مثلث ۰۸167 میانة ۸1 طولی برابر ۰۱ ارتفاع (۸1 طولی 
برابر ۱ و ارتفاعی که از راس 7 می‌گذرد» طولی برابر ۷۳ دارد. مساحت 
مثلث را بیدا کنید. 

۲۱ ار ۰2 زاویه‌ای حاده و مثت باشد ٩۰۳(‏ > ۲ > ۰)۰۳ مقدار 
7 را از معادله زیر بیدا کنید : 


٩11۱ ۲ + 609 7 < 
511 2 + "وم‎ 2 < ۲ 


جه رابطه ای بین 77 و 7 وجود دارد؟ 
۳ مي‌دانيم 2 واه +۱ < » و 2 او +۱ < . بانتتا: کین 
نت و در ۳ بش 
(2 "وم (٩4 ۹۵ < ۲۷/۱٩4‏ + ۲/6 


۱ 
605 


۴ اگر 62 به معنای 


۱ 


(سکانت) و 605602 به معنای 


۱ 2 0 2 ان ۲+ 22 ۱ 
3 09 1 (511 < نت یکت 


۳ ۲ ۲ ۲ 
2 با0) - 3 وا 4 25 60860 7 ۰ 7 566 


۱ 7 + 7۳ 117 ۱ 
۱ بایت که وه عیف فان ۸ 
۵ نا ۱ کته ۳۳ ۳ ام 13 ۳ دمم ده رای هر مفدار فابل قول 


۹۹ 


۶ عددی است طبیعی که» در تقسیم بر ۰۷ باقی‌مانده‌ای برابر 
| دارد. ثایت کنید: 


+۷ ثابت کنید» اگر داشته پاسیم : 


910 ۲ 7 09۲ 7 ۱ 
7 7 ۹۹ 


آن وقت» خواهیم داشت : 


۸ ف 
٩11۳ ۳ ۵5 7 ۱‏ 
تست 


1 0 )6» + (۲ 


(» و ۰۷ عددهایی مثبت‌اند). 
۱.۶ مقدارهای ۰64 ط و » را» در اتحاد زیر بیدا کنید : 


۱ 7۲ 8112 
6 1 و ومع 0 4 2 ]51 ) < سس 
۱ -- 2 دون 1 ۲ 5112 


۹ خابت کنید» مساحت مثلث» برابر است با نصف حاصل ضرب 
طول‌های دو ضلع آن» در سینوس زاویةٌ بین آن دو ضلع. 
۰ اگر داشته باشیم ۷- <- 80؛ مطلوب است محاسبه 


۳ 5۱۲ 6 1 8 0 


0۵8-۳۲ 9 


و و ۱ 


۳ نمودارها 


1 نمودار یعنی چه؟ 

او تاکز زود کی کمتر بیش می‌اید که؛ با کمیت‌های تابت و 
بی تغیبر رو به رو شوید. به نظرتان می‌رسد. کوه‌ها» دریاها و قاره‌ها» پایدار و 
ثابت‌اند. ولی چنین نیست و با اندک آگاهی از زمین شناسی تاریخی قانع 
می‌شویم که آن‌ها هم در طول زمان؛ دچار دگرگونی‌های بسیار می‌شوند. 
در درازای زمانی که انسان وجود داشته است (و از بلیون‌ها سال پیش از 
آن)» خورشید به همین صورتی که امروز است طلوع و غروب می‌کند و 
به ظاهر بدون تغییر» به نظر می‌رسد. ولی در وافم؛ در هر انیه» نزدیک به ۳ 
میلیون تن از وژن خود را از دست می‌دهد. با وجود اين» چنان عظیم است 
که تا ملیون‌ها سال دیگر به فعالیت خود ادامه خواهد داد (حجم آن» نزدیک 
به یک میلیون و سیصد هزار پرابر حجم زمین است). نمونه‌های ساده‌تری 
بیاوریم. 

درجه حرارت هوا؛ در شهری که زندگی می‌کنید» ابت نیست» فیمت 
کالاها تغییر می‌کند» طول ستون جیوه در گرماسنج بالا و پایین می‌رود و 
...یکی از فیلسوفان یونان باستان؛ به درستی می‌گفت: «تنها یک بار می‌توان 
در یک رودخانه شنا کرد» زیرا؛ بار دومی که به آن‌جا برویم نه آب» آب قبلی 


۱۱ 


است» نه شن‌های کف رودخانه ثابت مانده‌اند و نه کناره‌های آب در همان 
وضع فبلی است». همه چیز در حال تغییر است؛ هیچ چیز ثابتی وجود ندارد. 
احرکت و تغییر» فانون هستی و در دات طبیعت است». 

می‌گویيم» درجهٌ حرارت هوا؛ متغیر است؛ طول ستون جیوه هم در 
گرماسنج؛ متغیر است؛ ولی» اين دو متغیر» جدا از هم عمل نمی‌کنند: گرم 
شدن هوا؛ موجب بالا رفتن سطح جیوه در گرماسنج و خنک‌تر شدن هوا؛ 
موجب پایین آمدن آن می‌شود. در اين جا با دو متغیر سروکار داریم: درجه 
حرارت هرا و طول ستون جیوه. ولی اين دو متغیر به هم بستگی دارند و» اگر 
دفیق‌تر بگوییم : تغیبر درجهٌ حرارت هوا» موجب تغییر طول ارتفاع ستون جیوه 
در گرماستج می‌شود. البته» تغییر درجهُ حرارت هوا هم؛ بستگی به عامل‌های 
دیگری دارد. ولی اگر تنها همین دو متغیر (یعنی درجة حرارت هوا و طول 
ستون جیوه) را در نظر بگیریم» می‌توان به نحوی بین آن‌ها فرق گذاشت : 
درجه حرارت هوا به طور مستفل عمل می‌کند (یعنی اگر به عنوان مثال. با کم 
یا زیاد کردن فشار» طول ستون جیوه را تغییر دهیم درجة حرارت هوا از آن 
پیروی نمی‌کند و زیاد يا کم نمی‌شود) ؛ در حالی که» اگر درجة حرارت هوا 
را تغییر دهیم؛ طول ستون جیوه از آن پیروی می‌کند و دچار تغییر می‌شود. 
متغیر اول (یعنی درجه حرارت هوا) را متیر مستقل» و متغیر دوم (یعنی طول 
ستون جیوه) را متغیر تابع می‌نامیم و بدون این که وارد تعریف‌های دقیق 
شویم, می‌گویيم: طول ستون جیوه تابعی از درجهٌ حرارت هوا است. 

معمول شده است که وازه «مستقل» را از «متغیر مستفل» و واه «متغیر» را 
از «متغیر تابم» کنار می‌گذارند و می‌گویند: درجه حرارت هوا متغیر» و طول 
ستول جیوه تابع آن اشگه, 

در این جا وارد بحث دفیق دربارة دو مفهوم متغیر و تابع نمی‌شویم؛ تنها 
خواستیم تصوری (ولو ناقص) از آن‌ها داشته باشید. در این فصل. تنها به 
رابطه يا بستگی بین دو متفیر کار داریم و اين که چگونه می‌توان این بستگی 


۱ 


را به شیوه‌های مختلف نشان داد. چند مثال دربارة نمودار بياوريم. 

۲ مثال ۱. به احتمال زیاد متوجه شده‌اید که در بیمارستان‌ها» در کنار 
تخت هر بیمار» صفحه‌ای شطرنجی وجود دارد که روی آن میزان درجه 
حرارت بدن بیمار را دز ساعت‌های مختلف یادداشت می‌کنند و؛ با پیوستن 
نقطه‌هایی که به دست می‌آید؛ یک منحنی به دست می‌آورند. این منحنی 
می‌تواند نوسان‌های تب بیمار را نشان دهد که به یاری آن» پزشک نتیجه‌های 
لازم را؛ دربارٌ حال بیمار خود به دست می‌آورد. این منحنی را؛ نمودار تب 
بیمار گویند. 

در این‌جا. ابتداء بخشی از جدول معرف تب بیماری را آورده‌ايم و 
سیس ؛ نمودار آن را رسم کرده‌ايم (شکل ۳۳). 

در وافع؛ نمودار را روی یک دستگاه از محورهای مختصات رسم 
کرده‌ايم : محور ۰:۲ معرف زمان و محور 1۳۷ معرف درجه تب بیمار است. 
به پاری این نمودار» روشن می‌شود که از ساعت ۸ صبح رور بیست و سوم 
آذر تب بیمار» ساعت به ساعت بالا رفته و در ساعت ۶ صبح روز بیست و 
چهارم آذر؛ به اوج خود رسیده و از آن به بعد» رو به کاهش گذاشته است. 
به جز این به یاری این نمودار» می‌توان میزان نقریبی تب را در ساعت‌هایی 
هم که در جدول ثبت نشده است؛ حدس زد : در ساعت ٩‏ و ۳۰ دفیقه صبح 
بیس زین سو) آذر» درجهٌ حرارت بیمار» به تقریب طبیعی (۳۷ درجه) بوده؛ 
ولی در ساعت ۷ روز ۲۴ آذر؛» ۲ درجه تب داشته است. 

مثال ۲. تیر آهنی به طول ۵ متر را به دیوار تکه داده‌ايم (شکل ۳۴). 
روشن است که اگر از فاصلهٌ 0۸ (فاصلهٌ پای تیر تا دیوار) آگاه باشیم 
می‌توانيم فاصله 07 (فاصلهٌُ انتهای دیگر تیر تا زمین) را پیدا کنیم. اگر 
داشته باشیم ۳ < |۰۱0۸ آن وقت (شکل ۳۴): 
۸۸۱ 


۱۵ | < -.])( ۸۸۲ - /۲۵ - ٩ حح‎ ۴ 


۱ ۳ 


۱ ۴ ۱۳ ی 19۵ ۲۳ ار ۰ 7 
رسمه سس 


و ۴ درحه حرارت 


۱ ۱۵ ۷ ۰۷ # #۷ 
۱-6 9 
ی | ۱ 

2 | م7 پ۳ ۷۲ ۱۷ ۱۱ ۱۱ 
۱ ۷ ۷ ۱ ۱ 
۱0۲ 1 ۷ ۷ ۱۱ ۱۱ 


سل ِ« 2 لا ۳ 1 
نی ۳۹ این 
۳۹ ۹ < ‌ِ 4 ج ج ج < ۹ 

۷ و نی وا ار و 
> سر 5 > 5 > > 5 5 5 .- 
جچ ج ۰ < < ج< > > 25 > 5 ۰۰ 


شکل ۳۳. بخشی از جدول و نمودار تب یک بیمار 


اگر طول باره‌خط‌های راست 0۸ و ۶ را» به ترتیب 5 و ۷ بنامیم» هم 
7 و هم (که البته» هیچ کدام مقداری منفی نیست)؛ کمیت‌های متغیرند 
ولی اين دو کمیت متغیر به هم بستگی دارند: 


۲ + ۲ - ۵ (۱) 


در ضمن » ححه 1۲ و حه 1) نمی‌توانند از » کمتر و از ۵ بیشتر باشند» بنابراین 
بهتر است» بستگی بین 2 و 7 را» این طور بنویسیم : 


۵ > > ۵:۰ > 2 > ۲۵,۰ < آ + نه 


۱۴ 


به یاری برابری (۰)۱ می‌توان هر مقدار دلخواه (از ‏ تا ۵) برای 2 در نظر 
گرفت و» سیس مقدار لا متناظر آن را به دست آورد. جدول برخی از این 
مقدارها و سپس نموداری که به پاری آن به دست می‌آید» در این‌جا داده 
شده است (شکل ۳۵). 

با اندکی دقت روشن می‌شود که منحنی ۰۸1 کمان یک چهارم دایره‌ای 
است که در ربع اول دستگاه محورهای مختصات واقم است؛ مرکز آن نقطه 
0 (مبداء مختصات) طول شعاع آن برابر ۵ است. 


پی یر 


مثال ۰.۳ در مثلث فائم‌الزاویه 10۵ 6 گر هون می‌کنيم : 
۳2 ,۵ < ۸0ج 
از مساحت مثلث را (شکل ۶ با ۷ نشان دهیم) خواهیم داست:: 


۲ 
تک ح< 
۲ ۲ 


اگر جسمی را از یک بلندی (مثلاً از بالای یک برج) به سوی زمین رها 
کنیم و اگر مقدار 4 را به تقریب برابر ۸ ۹7 (که به نام شتاب ناشی از جاذبه 


۱۵۵ 


۸ 3 


(۰)0 با این برابری می‌توان پیدا کرد : 
۱ 


2 - از 
۲ 


اگر مقاومت یک سیم را برابر » و شدت جریان برقی را که از آن عبور می‌کند 
می‌شود و آن را 1 نامیده‌ايم؛ از این برابری به دست می‌آید : 


| < - 1 
۷ ۲ 


۱ ۴ 


شکل ۳۷. جدول و نمودار ۲<۲ 


از این نمونه مثال‌ها» باز هم می‌توان از دانش‌های مختلف آورد که» همه جا؛ 
۱ 
به رابطه‌ای بین دو متغیر 2 و » به صورت "0 < .برخورد می‌کنيم. 
بنابراین پررسی این بستگی» به یاری نمودار؛ اهمیت جدی دا می‌کند. به 
عنوال نمونه» به ازای ۲ < ۰6 آن را مورد بررسی فرار می‌دهیم. در این‌جاء 
جدول مقدارهای 2 و 7 و نمودار 7 <- 7 (برای هر مقدار حقیقی 7) داده 

مخال ۴. جدول و نمودار تغییر ۲ + ۳2 + ۲۸۲- < لا را رسم کنید. 


با توجه به سه مثال بیش متوجه شدیم که منظور از رسم نمودار 
٩۲ ۱(‏ ۳۵+ ۲۲- < ۷ 


بیدا کردن یک منحنی؛ در دستگاه محورهای مختصات است که دارای دو 
ویر گن باشد : 


۱۰۷ 


۱) مختصات هر نقطه آن» در برابری (۱) صدق کند؛ 

‌( مختصات هر نقطه وافع در بیرون این منحنی؛ در برابری (۱) صدق 
نکند. بنابراین» برای رسم تقریبی این نمودار (و با هر نمودار دیگر)» باید 
نقطه‌هایی از آن را پیدا و» سپس به هم وصل کرد. بهتر است؛ برای انتخاب 

اول. اقر نمودار» با محورهای مختصات؛ برخورد دارد» مختصات این 

دوم. اگر مقدار 4۷ حداکثر با حدافل دارد» آن را محاسبه کئیم و ببینیم 

البته» باید توجه داشت که با در دست داشتن هر برابری که ۶ و ۷ را به 
هم پست‌گی مي‌ دهد » نمی‌توانیم نمودار را رسم تنم ولی دار حالت‌های ساده 
(به ویژه در حالت‌هایی که 2 و 7 از درجه اول یا 7 از درجه اول و 2 از 
درجه دوم باشد) » با رعایت این سه نکته» می‌توان به تقریب خوبی از نمودار 


ز سك . 


اکنون به نمودار مربوط به برابری (۱) می‌پردازيم. 
اول. این نمودار» محور ۷ را در نقطهٌ به عرض ۲ فطم می‌کند» زیر 
مختصات نقطه (۲ ,ه) در برابری (۱) صدق می‌کند. 
آیا نمودار» محور 22 را قطع می‌کند؟ هر نقطه از محور ۰72 عرضی 
برابر صفر دارد. اگر در (۰)۱ مقدار # را برابر صفر بگیریم به این معادله 
می‌رسیم : 
مه < ۲ ٩4‏ ۳ + ۲۲ - 


برای حل چنین معادله‌ای (که به آن» معادلة درجه دوم گویند)» هميشه می‌توان 
به این ترتیب؛ عمل کرد: 


۸ ن ۱ 


الف ) مقدار تابت را به سمت راست برابری می‌بریج و + سیس ا دور طرف 
برابری را بر ضریب "2 تقسیم می‌کنيم (تا ضریب آن. برابر واحد شود) : 


(۳( | بو مت ي 


ب) ببينيم دو جمله‌ای سمت چپ برابری چه جمله‌ای کم دارد تا به 
صورت مجذور یک دو جمله‌ای درآید. "2 مجذور کامل است. یعنی جملهة 
اول دو جمله‌ای؛ برابر 2 است. جملهٌ دوم آن باید چنان باشد که دو برابر 
حاصل ضرب 5 در آن» برابر ٍ- شود» بعنی جملة دوم پرابر است با س 


ال ۹ 3 ۹ 


هجو بت 
۶( 5 ۳ ۳ 


و یا 


۱ ۵ ۳۱۲ 
ج) از دو طرف برابری جذر می‌گیریم : 


۳ ۵ ۳ ۵ 


سا اس وا دحا 
۴ اف سک ۳ 


که از آن‌جاء دو جواب» برای ۰ به دست یلد 


۱ ۱ 
تست ات .رال رل 
۳ 


1 ۱ 
یعنی » اگر ۵ برابری (۱) متدار 1 را برابر ۲ یا تن بگیریم برای ) 
مقدار » به دست می‌آید. پس دو نقطهُ دیگر از نمودار (که روی محور 3 2 


۱۹ 


قرار دارند) پیدا می‌شود : 


8۳۲ ۱ ۳ ۲, ( 


دوّم. ۰۷ کمترین مقدار ندارد. وقتی قدر مطلق 7 را بزرگ کنیم» مقدار 
به سرعت؛ کوچک می‌شود. برای ‏ نمی‌توان حداقل مقدار ممکن را پیدا 
کرد. 

ولی ۷» دارای بیشترین مقدار است و می‌توان آن را پیدا کرد. درست 
شبیه حالتی که می‌خواستیم معادلة درجه دوم را حل کنیم» عمل می‌کنيم با 
این تقاوت که در این‌جا؛ به جای این که دو طرف را بر ضریب نیج 
کنیم» بین دو جمله اول. از ۲- فاکتور می‌گیریم. ردیف عمل‌ها در زیر؛ 


۷ ات )۲۲و۲۳ -_ 
۰۲ زوس 7 | ۲- << ۲ ۲ ۳۵ + ۲ << را 


۲ ۳ ۳۱ ۱ ۱ : 

روشن است که مقدار 1 نمی‌تواند از سب بیشتر شود زیرا اگر چ عد د» آن 
۳ ۴۱ 

وفت؛ مقدار مشت (-ه) ۲ از 7 کم می‌شود. حداکثر مقدار 1 


4 ۲ ۱ 
و لیات 
۷۱ ۲ 
زد از ۳۳ 


و ۱ ۱ 


بالاترین نقطه از منحنی نمودار است: این نقطه را» در ریاضیات نقطه 
ما کزیمم نمودار گویند. 

سوم. دو نقطهٌ دیگر از نمودار را پیدا می‌کنیم. بهتر است یکی را قبل از 
نقطهٌ ماکزیمم و دیگری را بعد از آن در نظر بگیریم. طول نقطهٌ ماکزیمم برابر 
چ است؛ ۱- < 7 را قبل از آن و ۳ < 2 را بعد از آن در نظر می‌گيريم. 
این دو نقطه به دست می‌آید : 


( ۳,۷ ) ژ‌ (۲-ت,۱ت ) 


نقطه‌هایی را که به دست آورده‌ایم» در جدولی منظم می‌کنيم؛ به نحوی که 
مقدارهای ۰3 به طور صعودی (یعنی از کم به زیاد) قرار گیرند للع سین » 
نقطه‌ها را روی دستگاه محررهای مختصات مشخص و به ترتیب» به هم 
وصل می‌کنيم نمودار تقریبی 41۳۵4۲ ۲2۲  <‏ به دست می‌آید (شکل 
۳۸). 

«متال ۵. جدول و نمودار تغییر */۳(۰ - ) < لا را رسم کنید. 

در آغاز باید توجه کنیم که مقدار ۰7 نمی‌تواند منفی باشد: برای 
۰ > ۰2 مقدار ۰/7 عددی موهومی می‌شود. 

به‌ازای ۰ عد و و ۳ ع هن به دست می‌اید: « ات را؟ نمودان از فیداه 


مختصات آغاز می‌شود و بعد از مدتی» در نقطهٌ به طول ۰۳ محور 27 را 


مقدارهای > < ۰6 ۱ < ۰85 ۲ < 2 و ۴ <- 5 را انتخاب می‌کنيم 
(شکل ۳۹) 

نقط (۲- ,۸۱ را؛ پایین‌ترین نقطهُ نمودار (یعنی می‌نیمم آن) گرفته‌ايم. 
ایا اشتباه نکرده‌ایم؟ آيا هر عددی به جای ۸ بگذاريم؛ برای ۰۷ عددی بزرگتر 
از ۲- به دست می‌اید؟ اگر بخواهيم به درستی نمودار خود مطمئن شویم؛ 


باید به این پرسش» پاسخ بدهیم. 


شکلن ریم ۷ حدول و نمودار ۲۷۲۲ <ا[ 


برای رسیدن به این هدف. باید ثابت کنیم مقدار 
)۱( :۵ (۳ - 2 ) 


برای همه مقدارهای غیر منفی ۰2 به جز ۱ < 2 از ۲- بزرگتر است. 
یم بو ۳ تساه مقانار (1 )۸ برایر ضصفر افن‌شود ان ده 
منفی ۰-۲ بزرکتر است. 
در حالت ۲ < 7 هم مقدار (۰)۱ عددی مثبت می‌شود که به طور 
طبیعی » از عدد منفی ۲- بزرگتر است. 


۱۱ 


شکل ۳۹ نمودار ۷۲ (۳-)< 


این می‌ماند که ثابت کنیم» برای ۳ > 5 > ۰». مقدار (۰)۱ از ۲- 
ور اش 
ان خر کول (۳ ای نج ( ۴ ۵و ۱ 2 ب) 
یعنی باید ثابت کنیم؛ قدر مطلق مقدار ۳(۱/2 - )۰ از ۲ کوچکتر است 
(البته» به شرطی که :۰3 عددی بین صفر و ۴ باشد: 
۲ > ۲۱۰/2 - | 
وقتی دو طرف ابرابری؛ عددهای مثبت باشند» می‌توان دو طرف ابرابری را 


مجلور کرد : 
۴ > ۳(۲ - ) 


که اک عمل‌های لازم را انجام دهیم» جنین می‌شود : 


ی 


که عبارت سمت چپ آن را می‌توان چنین نوشت: 


(۴ - ) + (۸۵ + ۲۲-) + (۴۵۲ - و) 
(۴ - و) +4 (۴ - )۲۵ - (۴ - )ات 


بنابر شرط ‏ از ۰۳ و به طور بدیهی از ۴ کوچکتر است؛ پس ۰ > ۲ - . 
مقدار ۱(۲ - )۰ به شرط ۱ < ۰ هميشه مثبت است» پس 
و )۱ ت_ ۴3 سس | 


نقطهٌ (۲--,۱) ۸۸ به واقع » بایین‌ترین نقطه نمودار» یعتی نقطه می‌نیمم آن 


اشتیت. 


۱ نمودار معادله درجه اول دومجهولی. معادلهٌ درجه اوّل دومجهولی 
99 ه < 6 4 0 1 6۲ 
را در نظر می‌گيريم. روسن است که در معادله (۱) عددهای له و / 
نمی‌توانند با هم برابر صفر شوند. زیرا در این صورت» به برابری ۰ << 6 
یادداشت. در ریاضیات» وقتی بخواهند شرط کنند که عددهای 6 و ۰ 
ه مد "0 + 6 
و روسن است که در این برابری » هر یک از عددهای 1 با ) می ته اند برایز 


صفر باشد ولی هر دوی آن‌ها؛ به طور هم‌زمان؛ نمی‌توانند برابر صفر باشند. 


۱۴ 


همچنین اگر در جایی با شرط 
ی رخ "روت ۲ 


روبه‌رو شدیم به معنای آن است که سه عدد 2 و و 2) با هم برابر صفر 
شرط ه << ۲+ ۲ 0 .به‌معنای و <- و  <‏ وشرط ه < آچد اد اج 
به معنای » < 2 < ل < 1 است. 
به معادله (۱) برگردیم و حالت‌های مختلف آن را بررسی کنیم. 
۱ » < ۵ < » و ه 2 0. در این حالت» معادلة (۱) به صورت 


ات زز چد ۵ ع روز 


درمی‌آید. چه نقطه‌هایی از صفحهة محورهای مختصات» عرضی برابر صفر 
دارند؟ روشن است که نقطه‌های واقم بر محور ۰772 و تنها همین نقطه‌ها. 
بنابراین» حمل راستی که از محور 7 7۳ می‌گذرد؛ نمودار معادله <- 1 است؛ 
زیرا هر نقطه وافم بر ۰1 عرضی برابر صفر دارد و؛ در بیرون این محور؛ 
نمی‌توان نقطه‌ای با عرض برابر صفر پیدا کرد : 

عط راستی که از محور :": می‌گذرد یا ۰ -- لا 

( 0 0 .و 8 #۶ ».در این حالت؛ به معادله 


تست یر بش سور زقس ام بی ما 


می‌رسیم که معرف محور 1 است (توضیح شبیه حالت قبل) : 
خط راستی که از محور 1/0 میگذرد وبا ۰ - « 
۳( 0 << ,0 6 3 سره در این حالت؛ به دست می‌آید : 


اگر» برای سادگی کار فرض کنیم ‏ < ی ( عددی است حقیقی» مثبت 
یا منفی) به معادلهٌ «  <‏ می‌رسیم. به اين ترتیب» باید به سراغ نقطه‌هایی 
در صفحةٌ محورهای مختصات برویم که عرض آن‌هاء برابر ‏ باشد (در 
معادلٌ ‏ < /۰1 هیچ شرطی برای ‏ وجود ندارد و بنابراین» طول این نقطه‌ها 
می‌تواند هر عدد دلخواه باشد). این نقطه‌ها روی خط راستی موازی حور 
2 و به فاصله‌های برابر || از آن فرار دارند: برای » < « در بالا و برای 


ه > « در پایین محور 22. در ضمن. هر نقطه‌ای که روی این خط راست 
نباشد» عرضی غیر از 2 دارد. به این ترتیب» معادله خحط راست موازی محور 
2 به صورت   <‏ است و برعکس. روی شکل ۴۰-الف» خط‌های 
راست ۲ < [ و ۱-- 2 ۷ رسم شده‌اند. 

۴ ۰ < و ۰ ع< هو ه < ع. دراین‌حالت معادلهٌ ه < 6 + بزنا 1 02 
به صورت *- < ت و یا (اگر 4 < <- بگیریم) به صورت و < :2 
درمی‌آید که معادلةٌ خط راستی است موازی محور "7 (استدلال شبیه حالت 
قبل است). هر خط راست موازی محور ۰۷ معادله‌ای به صورت ‏ < 5 
دارد و برعکس. در شکل ۴۰_ب. خط‌های راست ۲ < # و ۱- < # 


۱۶ 


شکل ۴۱ 


۵ ۰ < 6. ۰ و » و ه و 0. در اين حالت. معادلهٌ (۱) به صورت 


رس سشد‌هانك. 


/ 
داهج و0۳۳7 


درمی‌آید که اگر فرض کنیم 1 سه ح- جنین خواهد شد : 
2 << /1 


نقطه‌های (۰ ,ه) و (۱,7#) روی نمودار این معادله‌اند. این دو نقطه را () 
و ۸ می‌ناميم و آن‌ها را؛ در صفحه محورهای مختصات به هم وصل می‌کنيم 
و از دو طرف. امتداد می‌دهیم. پایتجا می‌کنيم ) خحط راستی که از دو نقطهٌ () 
۲ ۸ می‌گذرد؛ نمودار <- 1 است (شکل )/. نقطه دلخواه ز! را روی) 
این خط راست انتخاب می‌کنيم و مختصات آن را (۷,) می‌ناميم. با توجه 
داریم : 
۳ ۲۲ زد ۱2 
0( جع زا خد ببس بت تسم 2 
۷ ۲ ۵۸۱ 0۵19۱ 
پس» مختصات هر نقطه از خط راست 00۸ در معادله ۵ < لا صدق 
می‌کند. 


اکنون نقطه‌ای در بیرون این خط راست در نظر می‌گيريم (مثل 3۱ يا 
1 با توجه به شکل روشن است که 


3 > ,ولا و ۲۷ < ور 


یعنی مختصات هر نقطه‌ای که در بیرون خط راست ۸( باشد. در معادلهُ 
7 2 ۷ صدق نمی‌کند و به این ترتیب خط راست ۸4( نمودار این 

به همان شکل ۴۱ برمی‌گردیم و زاویة بین جهت مثبت محور 7 با 
تیم حط راست ۸ () را ( که در بالاای محهٍ ر فرار دارد) 1 می‌نامیم. از 
مثلث فائم‌الزاوية به دست می‌اید : ۱ 


180 <- 


خط راست 72 < ۷ با جهت مثبت محور 25 زاویه‌ای می‌سازد که 
تانانت آن برابر ۲۲۲ ات 7 را ضریب او یه با شیب خط راست زب از ۵ اس 1۷ 
گویند. 
ضریب زاویه خط راست 0 ۲2  -‏ برابر ۲ و ضریب زاویه خحط 
۱ ب 
راست << -- ۲۸ برایر ۲ است ؛ زیرا می‌توان آن‌ها را این طور نوشت : 
۱ ۱ 
- 1 و ۲ - له 
۲ یز 
همچنین روشن می‌شود که خط راست 1 < ۰۷ نیمساز ربع‌های اول و سوم؛ 
و خط راست ۲ << 1 6 نیمساز ربع‌های دوم ۴ چهارم» در صفحه محورهای 
مختصات‌انل. 
مثال ۶.:خحط راستی از مبداء مختصات و نقطه (۸۸)۲,۵ گذشته است. 
معادله این حط راست را بیدا کنید. 


۱۱۸ 


اگر دو نقطُ 0 و ۸ را در نظر بگیریم» با توجه به مثلث قائم‌الزاویه‌ای 


مب ایک: معادله خط راست مورد نظر جنین است: 
۵ 
مه وس 9ج زار دز 


۶ هیچ کدام از عددهای ۰6 ا و ۰6 برابر صفر نیستند. در این حالت 


داریم : 
ت ا 
7 س و ویس سس ۷ << ۵ عم + ۷ + )6 
ار 


<< ت_ و 1 عد َ می‌گیریم » ره این معادله ی رضم 
3 1 ۲71 << 1 


خط راست ۱77 < ( را» که از مبداء مختصات می‌گذرد و ضریب زاویه‌ای 
پرابر :17 دارد» رسم می‌کنيم (شکل ۴۲). روی محور 0 و از نقطهُ (4. به 
اندازه :1 جدا می‌کنيم: (۰,1) 11 (روشن است که. برای ه < 1 نقطه‌ای 
در بالای 2*2 و برای ۰ > 7 نقطه‌ای در بایین آن به دست می‌آید). اکنون؛ 
اگر از نقطهٌ ۰16 خط راستی موازی خط راست 17 < 7 رسم کنیم» نمودار 
+ ۱7 < ( به دست می‌آید (شکل ۴۲ به شما کمک می‌کند ثابت کنید : 
مختصات هر نقطه از این خط راست؛ در معادله 7 + ۲۳۵۲ <- ۷ صدق 
می‌کند و مختصات هر نقطه واقم در بیرون آن؛ در اين معادله صدق نمی‌کند). 

در این جا هم 7 را ضریب زاوية خط راست گویند» زیرا دو خط 
راست موازی» با محور 77 زاویه‌های برابر می‌سازند. 

مثخال ۰۷ دو نقطه (۱--,۸)۱ و (۳,۲-)2 داده شده‌اند. معادلهُ حط 
راستی را بیدا کنید که از دو نقطهُ ۸ و ۶ می‌گذرد. 


شکل ۴۲ 


معادلهٌ خط راست ۸ باید به صورت 7 + 172 < ۷ باشد؛ وفتی 


این معادله مشخص می‌شود که بتوانیم مقدارهای 17 و 7 را معین کنیم. باید 
مختصات نقطه‌های ۸ و لل در معادلة 7 + 72 < 1 صدق کنند. به این 


دستگاه می‌رسیم 


زت 1903 اف 
یت ۱ ۳77 ت ۲ 


۴۳ 
بنابراین» معادله خط راست ۸ جنین است: 
۱ ۳ 
و سح [ بد ۴۳ د ۲ چد ات و < /1 
۴ ۴ 
مثال ۰.۸ مختصات نقطه‌های بر خورد خحط راست 
و۱ ۵ + ۲ 


۱ ۲ ۵ 


را با هر یک از محورهای مختصات پیدا کنید. 

نقطه‌ای از خط راست» روی محور 1" است که طولی برابر صفر داشته 
باشد. بنابراین» با قرار دادن » < 7 در معادلهٌ خط راست» عرض نقطه‌ای به 
دست می‌آید که هم روی محور 1۷ است و هم مختصات آن؛ در معادلة 
خط راست صدق می‌کند (یعنی» در محل برخورد خط راست با محور ۷ ۷ 


۴۳-7 ۳ 
-_ِ 
۲ خذ 7 89 حم ۲ 


عدد ۰۲ یعنی عرض نقطه‌ای از خط راست را؛ که روی ۷ ۷ قرار دارد» عرض 


استی) : 


به همین ترئیب » یا فرار دادن ۰ - با در معادله خحط راست؛ طول از 


دارد؛ به دست می‌اید : 


سورب ۰ حت بو ۲ ۲ 
أِ 

0 << /ا ‌ جح پا 
نقطه‌های (۲ ,۸)۰ و (۰ ,۰1)۵ نقطه‌های برخورد خط راست مفروض با 
خط راست» بهتر است طول از مبداء و عرض از مبداء خط راست را (یعنی 
نقطه‌های بر خو رد آن را با محر رهای مختصات) بیدا کنیم و سیس؛ بحط 
راست را» از دو نقطه‌ای که به دست می‌آید بگذرانيم. البته ) اگر طول و 

۱۲ -_ٍِِ 5 ۱ ۰ . ۱ ۱ " 

عرض از مبداء» عددهای خوبی نباشند (مثلا عددهای کسری از نوع تسه با 
عد-) بهتر آن است» به‌سراغ نقطه‌های دیگری با عددهای مناسب‌تری 


۱۳. 


برای ۲ و برویم. درضمن. اگر ۰ ع< م را طول از مبداء و » ع< و را 
عرضص از مبداء یک خط راست فرض کنیم؛ معادله این خط راست» چنین 
مي‌شبود : 


4 . 1 
متال ٩‏ . ثابت کنید خحط راست به معادله 


) ۲۲ + ۱(2 - )۰ - ۱( + ۷۲۰ - ۱ < (۱) 


به ازای هر مقدار حقیقی ۰1۲ همیشه از یک نقطهٌ ثابت می‌گذرد. مختصات 
این نقطه ثابت را بیدا کنید. 

توضیح مساله. وقتی عددی به جای 77 (که آن را پارامتر معادله گویند) 
قرار دهید. معادله‌ای به دست می‌آید که معرف یک خط راست است. اگر 
عددهای مختلفی به جای پارامتر 7 قرار دهیم؛ خط‌های راست مختلفی به 
دست می‌آید. بنابراین؛ معادلهٌ (۰)۱ نماینده بی‌نهایت خط راست است؛ ولی 
افتتاله ملهی است که :همه این خط‌های راسته از یک نقطه خاست: (که باند 
مختصات آن را پیدا کنیم) می‌گذرند. 

راه حل اول. 1 را عددی دلخواه» غیر از 77 می‌گيريم (72 ع< 77). اگر 
به جای <77؛ عدد ۱۱ را در معادله فرار دهیم؛ چون 7 غیر از 77 است خط 
راست دیگری به دست می‌آید و» به طور طبیعی باید نقطهٌ برخورد آن‌ها؛ 
مختصاتی بر حسب 7 و 7 داشته باشد. ولی اگر به واقع همه این خط‌های 
راست. از نقطهٌ ابتی بگذرند» باید مختصات نقطهٌ بر خورد آن‌ها؛ نه به ۲0 
یستگی داشته باشد. نه به 1۰. این مختصات باید مختصات همان نقطه ثابت 
| (که مساله» ی آن است باقله به آزن تیب ستانایمای جی غط رای 
را در اختیار داریم : 


5 و < ۱ - ۷7۰ + ۱(۷ - 0) - ۱(۵ + ۲۲۶ ) ۱ 


و < ۱ - ۷ +4 ۱(۷ - 1) - ۱(۵ + ۲7 ) 


۱۳ 


چگونه مختصات نقطه برخورد این دو خط راست را پیدا کنیم! این نقطه 
برخورد را ۸ می‌نامیم و. مختصات آن را؛ (7,:1) می‌گيريم. نقطٌ ۸ روی 
هر دو خط راست است» بس باید مختصات آن در هر دو معادلهٌ دستگاه 
(۲) صدق کند و. چنین عددهایی برای 2 و ۰۷ همان جواب دستگاه (۲) 
است. 

در دستگاه (۲)؛ دو طرف معادلهٌ اول را در (۱ -7) و دو طرف معادله 
دوم را؛ در (۱ - 7ر)- ضرب و سپس دو معادله را با هم جمع می‌کنيم ؛ 
بعد از ساده کردن؛ به دست می‌اید : 


ات جح ۲ چت هو حد (و و۶1 و )۳ 


سب جح و را در یکی از دو معادله اژ دست‌گاه (۲ و مثله در معادله اول 
آن به حای تس می‌گذاريم؛ نعل از ساده کردن ؛ به دست می‌آید : 


۳ 2 چاه ع زز(۱ -) - (ب ۳63۵ 
به این تو تلبت یراق مختصات نفقطهٌ ۸ دو عدد به دست آمد : 


یعنی مختصات نقطهُ برخورد دو خط راست دستگاه (۳) به 7 و 7 بستگی 
ندارد و » برای عددهای دلخواه 77 و ۰۱ همین نقطه به دست می‌آید : خی 
راست (۱) به ازای هر مقدار حقیقی 0 از نقطه (۲,۳--)۸ می‌گذرد. 
راه حل دوم. راه حل اول را می‌توان اندکی ساده‌تر کرد. اگر مثلا به جای 
7 عدد ۱ را بگذاريم یکی از بی نهایت خط راست (۱) به دست می‌آید : 


۴ جح کوج هم ح ساب ۳ ۱ سح او 


خط راست ۲ - < 2 (خط راستی که موازی با محور ۷ است) باید از 
نقطه ثابت ۸ (اگر چنین نقطه‌ای وجود داشته باشد) بگذرد؛ یعنی با قرار 


۱۳۳ 


دادن ۲-- ت 7 در معادلة (۱) باید برای ۰۷ عددی ابت (همان عرضص 
نقطهٌ ۸) به دست آید. در راه حل اول دیدیم که به ازای ۲-- < 2 برای 
عدد ۳ (عدد ثابتی که به 77 بستگی ندارد) به دست می‌آید : (۲,۳--)۸4. 

راه حل سوّم. در راه حل دوم» یکی از خط‌های راست (۱) را پیدا 
کردیم و آن را؛ با معادلٌ (۰)۱ به عنوان یک دستگاه در نظر گرفتیم. اکنون؛ 
باز هم کار را ساده‌تر می‌کنيم و دو عدد دلخواه به جای 7 می‌گذاريم تا 
دو خط. از خطهای راست (۱) را در اختیار داشته باشیم: ۱ < 7 و 


۱ سب : ۲ 
نت < 77 (بی‌تردید» توجه کرده‌اید که این دو عدد» یکی ضریب ۷ را صفر 


می‌کند و دیگری ضریب 5 را؛ به اين ترتیب ساده‌ترین خط‌های راست» از 
بین خط‌های راست (۱) به دست می‌آید). با قرار دادن این دو عدد به جای 
0 دو خط راست ۲- <- « و ۳ < ل (اولی موازی 1/7 و دومی موازی 
2) به دست می‌آید که نقطه برخورد آن‌ها» همان (۲,۳-)۸ است. 

ولی توجه کنید» با این روش» هنوز ثابت نکرده‌ايم که» نقطهٌ ۰۸ روی 
همه خط‌های راست (۱) قرار دارد؛ تنها ثابت کردیم نقطف» محل برخورد 
دو خط از خط‌های راست (۱) است. برای این که قانع شویم نقطهٌ ۸ 
روی هم خط‌های راست (۱) واقم است؛ باید آزمایش کنیم که» مختصات 
آن» در معادلهٌ (۱) صدق می‌کند. نتیجه آزمايش مثبت است : مختصات نقطهُ 
۸ در معادله (۱) صدق می‌کند. 

راه حل چهارم. راه حل‌هایی که تا این‌جا آوردیم» ساده و قانم‌کننده بود. 
ولی نمی‌توان آن‌ها را راه حل‌هایی زیبا به حساب آورد. در اين راه‌حل‌ها 
تنها با مُشتی عمل سرو کار داشتیم» هیچ اندیشه‌ای و هیچ نکته جالبی از 
ریاضیات در آن‌ها دیده نمی‌شود. راه حلی را برای یک مساله ریاضی» زیبا 
گریند که با استفاده از کمترین مقدار عمل» ضمن سود جستن از یک اندیشه 
ریاضی: بتواند مساله را به نتیجه اند 

معادلهٌ (۱) را نسبت به حرف 77 (نسبت به پارامتر) منظم می‌کنيم؛ به 


۱۳ 


این صورت درمی آید : 
(۳( » < (۱ - و + 2) +۷(7۰+ ۱ - ۲۵) 


به صورت مساله دفت کنیم. ار خط‌های راست (۰)۱ از یک نقطه ابت؛ 
مثل ۰۸ بگذرند. به معنای این است که ما باید :2 و ۷ را طوری پیدا کنیم 
که به ازای هر مقدار دلخواه ۰70 در معادلهٌ (۱) یا معادلهٌ (۳) صدق کنند. 
2 و / باید چنان باشند که برابری (۰)۳ به ازای هر مقدار حقیقی 71 برفرار 
باشد؛ یعنی برابری (۳)» باید نسبت به 7 یک اتحاد باشد. برابری (۳)؛ 
وقتی اتحاد است که» ضریب‌های وهای متشابه (نست به ۰۳ در دو 


طرف برابری» با هم برابر باشند: 


حج ۷ لا ۱3 
< ۱ - ۷ + 3 


و جواب این دستگاه مختصات نقطه ثابت ۸ را به ما می‌دهد : (۲,۳-)۸۸. 
۶ چند نتیجه مهم 

تا همین‌جا با اساسی‌ترین نکته‌های مقدماتی «هندسة تحلیلی» آشنا شده‌ايم. 
ولی از آن چه خوانده‌ايم می‌توان نتیجه‌های بسیار مهمی په دست آورد که 


در همه‌جا؛ برای حل مساله‌ها» به ما پاری برسانند. 


نتیجه ۱. هر معادله درجه اول دو مجهرلی به صورت 
)۱( (ه عج "9 + ه) ه < م + و + 05 


را می‌توان» روی صفحه و در دستگاه انتخابی محورهای مختصات. به صورت 
یک خحط راست نشان داد ؛ و برعکس» هر خط راستی که در دستگاه محورهای 
مختصات روی صفحه رسم شده باشد معادله‌ای به صورت (۱) دارد. به 


۱ ۳ ۵ 


همین مناسبت. هر معادله‌ای را که به صورت (۱) باشد معادله خطی کویند. 
همچنین» می‌توان گفت در برابری (۱) 7 و ۷ به صورت خطی؛ به هم 
۳-۰ دارند. در حالت کلی هر معادله درجه اول را (با هر جند مجهول) 

#«مثال ۰.۱۰ اگر (۰)2,۷ مختصات نقطة متغیری از صفحه محورهای 
مختصات باشد که. با برابری زیر به هم بستگی دارند» نمودار آن را رسم 


)۱( ۰ < ۳ - ۲ + و۴2 + و + ۳۵ 


بستگی بین ۶ و ۰ یک بستگی خطی نیست و. بنابراین» نمودار این بستگی؛ 
نمی‌تواند یک خط راست باشد؛ ولی ممکن است. بستگی بین 2 و ۰۷ شامل 
دو بستگی خطی باشد که باید آن را کشف کرد. اگر عبارت سمت چپ برابری 
(۱) قابل تجزیه به صورت ضرب دو عبارت درجه اول باشد. از آن‌جا که 
در آن صورت» می‌توان هر یک از دو عامل ضرب را به طور جداگانه برابر 
صفر فرار داد ما را به اين نتیجه می‌رساند که. نمودار (۰)۱ شامل دو خط 
راست است. ولی اگر ثابت کنیم برابری (۱) قابل تجزیه به دو عامل درجه 
اول نیست. به معنای آن خواهد بود که» برابری (۰6۱ ربطی به بستگی‌های 
خطی ندارد و با آگاهی‌های خود» نمی‌توانيم نمودار آن را رسم کنیم. ولی 
تجزية عبارت سمت چپ برابری (۱) به صورت ضرب دو عامل و یا اثبات 
این که تجزیه شدنی نیست چندان ساده نیست. 

از روشی استفاده می‌کنيم که» ضمن حل مثال ۴ برای حل معادلة درجه 
دوم به کار بردیم. این روش به سادگی روشن می‌کند: آیا عبارت سمت 


چپ برابری (۱) تجزیه شدنی است یا نه! 


در آغاز» عبارت سمت چپ برابری (۱) را نسبت به مجهول ‏ منظم 


۱۶ 


می‌کنیم (می‌توانستیم» نسبت به مجهول 5 منظم کنیم) : 
» < (۳ - ۳۵۲) + (۱+ ۲/۲۵ + 


دو جمله اول را می‌توان طوری تکمیل کرد تا به صورت مجذور یک دو 
جمله‌ای در ۹ 


< (۳- ۲ه۳) + (۱ +۲2) - [(۱ +۲2) + و(۱ +۱۲۵ + 
که از آن نتیجه می‌شود: 
(۲ +2) - [(۱ + ۲2) + | 
که به سادگی قابل تجزیه است: 
< [(۲ + 2) - (۱ + ۲2) + م][(۲ + 2) + (۱ + ۲۸) + | 
و یا» پس از ساده کردن : 
۲۲٩+ ۳()۷ + 2 - ۱( < »‏ + ر1) 


برابر صفر پاشد : 


و < ۱ - و لد لا یاه < ۲ ۳۲۵۰4 + ۷ 


که هر دوی آن‌هاه معادله‌ای خطی اند. 
نمو دار معادله (۱ دز شکل ۳۳ داده ۳۹ این نمودار شامل دو حیل 
راست ای که دز رمطه (۲,۳- )۸ یه هم رسیلهانك. ضریب زاو به کت 


۱۳۷ 


۱ 
7 


از این خط‌های راست برابر ۱- و ضریب زاوية دیگری براپر ۳- است 
(چرا؟)ن 

نتیجه ۲. اگر دو نمودار راء در یک دستگاه محورهای مختصات در روی 
صفحه رسم کرده باشیم» مختصات نقطه یا نقطه‌های برخورد آن‌ها» همان 
جواب پا جواب‌های دستگاه شامل دو معادلهٌ نمودار است. 

مخالی ۱۱. جواب‌های دستگاه دو معادلهُ دو مجهولی زیر را؛ در دستگاه 
محورهای مختصات نشال دهید . 


و ح< | - 1 -- لو 

۱ - ۲۵۵ - آوو < /ه 
معادلهٌ اول دستگاه» یک معادلهٌ خطی است و. با به دست آوردن طول از 
میداء و عرضص از هیلاع آن» به سادگی فابل زسم این اگر معادله دوم 


۱۳ ۸ 


دستگاه را به صورت 

۲- (۱- 5) < ۷ 
بنویسیم؛ روشسن می‌شود که کمترین مقدار 1 برایر است با ۲-. که به ازای 
۱ < 7 به دست می‌آید. یعنی نقطه (۲-,۱) بایین‌ترین نقطه (یا نقطه 
می‌نیمم) نمودار آن است. اين نمودار» در نقطهٌ (۱-,۰) محور 1 را قطع 
کرده و » در ضمن: از نقطه‌های 


(۱()۴,۲-:۲) (۷,ا) 


گذشته است. با پیدا کردن اين نقطه‌ها: شکل تقریبی نمودار به دست می‌آید. 

روی شکل ۴ نمرودارهای دو معادلهٌ دستگاه داده شده است. این 
دو نمودار در نقطه‌های (۲ ,۰ و (۱-,۰)] یکدیگر را نس کرده‌اند. 
بنابراین؛ جواب‌های دستگاه مفروض» چنین‌اند: 


نتیجه ۳. دو خط راست؛ وقتی با هم موازی‌اند که ضریب زاویه‌های 
برابر داسته باسند. 

درستی این مطلب روشن است. زیرا دو خط راست موازی دو زاوية 
برابر با جهت مثبت محور "27 می‌سازند و» دو زاویهُ برابر» تانژانت‌های برابر 
دارند. 


مثال ۰۱۲ مقدار » را طوری بیدا کنید که خط‌های راست 


)» + ۱(9: + )۲۵ - ۱(۷ < ۵, 


)6 - ۴( - ۷ < ۲ 


شا ۲۴ 


با هم موازی باشند. 
معادلهٌ هر دو خط راست را؛ به صورت ۱ + 77۲ < 7 در می‌آوریم 


(در این صورت» 7 ضریب زاوية آن‌ها خواهد بود) : 


۳ ۵ ۱ + 0 
۲ ! - ۲6 ۱ - ۲۸ , 
۳ ۴ - 6 
2 6 ) سامت سس < 1 
0 


6+۱ ۳۳ ۱ 

بر یس زاویه خط رأه ست اول هل و یب مسج زاویة خط راست جض. 
۴ 

سبست ایبت و برای موازی بودن دو خط راست؛ باید این ضریب زاو یه‌ها 


با هم برابر باشند : 


۴ تب ی 


6» 4۱ 


2 2 


چب ه د ۴ 4 ۳۵۲-۸0 چد . 


و ۱۳ 


۱ ۲ 
بنابراین ۲ < ۵ یا ع < ۵ و در هر حالت» معادلهٌ خط‌های راست» چنین 


می‌شوند : 


۵ 
و و 


ات ات ور ] ق و و 
5 ۲ ون < 
» < ۱۵ - ۱ ۲ 
ن- <ت 11 8 ۲ »1 << ) 
مه < ۲ - 1( ۵2 | ۳ 


در حالت ۲ << »۰ دو خط راست با تیمساز ربع‌های دوم و چهارم موازی‌اند 
۲ ۲ ۱ 7 
یادداست. دز وافم ؛ باید دو حالت ۲ بت ) و 5 << ۲) را هم ازمایش 
نیم (اين دو حالت را. ضمن عمل؛ کنار گذاشته بودیم)۰ در حالت اول؛ به 
دو معادله 


 < ۴‏ + ۷ 
و در حالت ۵ حت )+ به دو معادله 


۵ << لا - ,1 
۱ 


ات ۲ 
می‌رسیم که در هر حال» خط‌های راست ناموازی‌اند. 
نتیجه ۴. حاصل‌ضرب ضریب زاویه‌های دو خط راست عمود برهم برابر 
است با ۱-؛ به زبان دیگر» ضریب زاویة هر خط راست» برابر است با 


۱ ۱ 


شکل ۴۵ 


دو ۳۳۵ راست // ز‌ ۳ را مود بر هم در صفحه دست‌گاه محورهای 


۳ 2 .۰ 
ضریب زاویةٌ خط راست ‏ را برابر 77 و ضریب زاوية خط راست را 


برابر "777 می‌گيريم : 
0 << ۱80,۲۷۲ << «۱2 
ولی. با توجه به مثلث قائم‌الزاویه 6 (شکل ۴۵) داریم : 
7 
:0 601 - < 880 < ۵ + ۷ 0 
بناپراین 
2 - (ه ام )معا < 80۷8۵0 < ۱۰1 


مثال ۱۳. از نقطة (۲-,۱)/» خحط راستی عمود بر خط راست 


۱۳ 


خط راست ۲ < ۲۷ + ۰2 ضریب زاویه‌ای برابر ِ- دارد؛ پس ضریب 
زاویةٌ خط راست عمود بر آن برابر ۲ می‌شود. یعنی» معادلهٌ خط راست عمود؛ 
به صورت ۲ + ۲ <<« ۷ است. این خط راست. از نقطهٌ ۷ می‌گذرد؛ یعنی 
مختصات نقطهٌ ۱ در آن صدق می‌کند: 


۴ ح [ جت وز لد ۲ حت ۲ب 


و معادله خط راست عمود» جنین می‌شود: 


مثال 5 نقطه‌های (۲ ,۲ )۸ (۱--,۶)۱] ۴ 2 +-) داده 


شده‌اند. مساحت مثلث ۸136 را بیدا کنید. 
متلث بر گر دز شکل ۴۶۶ نشان داده لو ایا باره‌خط راست گر 
ارتفاع آن است. بنابراین؛ اگر مساحت مثلث ۸126 را با 6 نشان دهیم 
داریم : 
۵ پش نن ۲ 
۳-94 ات0 8 


طول باره‌خط راست 6 (قاعده مثلث)» به سادگی به دست می‌آید : 


برای بیدا کردن طول ارتفاع 7 باید معادلهةٌ خط راست ۸17 را بیدا کرد و 
چون نقطهٌ ]۰ محل برخورد دو خط راست 6 و ۸1 است» مختصات 
نقطهٌ 7 را» به عنوان نقطهٌ برخورد دو خط راست. به دست آورد. 

معادلهٌ خط راست 30 را ۰ + 72 < لا می‌گيريم. این خط راست؛ 
از نقطه‌های 73 و /) می‌گذرد؛ بنابراین باید مختصات این دو نقطه» در معادلةٌ 


۱۳۳ 


بنابراین ) معادله خحط راست 210 حنین ان : 


۱ ۳ 
»و << ۱ ۴۳ ۶ ۳ جح ست تست بت مت 
۸ 1 لل و 2 ۷ 


۴۳ 2 ۱ ۳ 
۳ دارد. پس معادله خط راست ۸ به و رات 7 7۳ 1 ت 1 است که 
باید» مختصات نقطه ۸ در آن صدق کند. 


۱ ۱ 
اس << 1[ << 1 ات ٩۱‏ 
11 
یسی » معادله خط راست 41 چنین است : 
۴ 


۳ 
و ات ۲ مت /۳2 بت ۳۵ طح ات وت ح< 
/ ۳ ۳۷ ۳ ۷ 


۱۳ 


و مختصات نقطه ۰11 جواب دستگاه زیر (شامل معادله‌های خط‌های راست 


۱ 
0 
| 


۲۲ 4 ۴۳۷ + ۱ 
۴ - ۳۸ - ۲ 


۱ 
۵ 
سس 


با در دست داشتن مختصات نقطه‌های ۸ و آل؛ طول ارتفاع به دست 


۳۲۵ ۱ 
۳ سه سس سس 
۲۵ ۱ 


۱ 
۱ 


۵ مت سس ۳ ۲ 
(واحد مربع) 7 < ۳ < 2 < 7 < |/۱80۱۰۱۸- < 5 


یادداشت مهم. در مثال ۰۱۴ طول ارنفاع [ ش یعنی فاصله نقطه لر 
از خط راست /). برای محاسبهٌ فاصلهٌ یک نقطه از یک خط راست (وقتی 
مختصات نقطه و معادله خط راست معلوم باشد) می‌توان یک دستور به 


دشست آورد. 

فرض کنید بخواهيم فاصله نقطهٌ (۸)3:۱,1۱ راء از خط راست ‏ به 
معادله 
)۱( <ع + رط + 0 


به دست آوریم. پاید شبیه مثال ۰۱۳ معادله خط راست ۸۸ (۰1 بای عمود 
وارد از ۸ بر خط راست 4 است) را به دست آورد؛ سپس با حل دستگاهی 
که معادله‌های آن معادله‌های خط‌های راست # و ۸7 است» مختصات 
نقطهُ 1 را پیدا کرد و؛ سرانجام؛ با معلوم بودن مختصات دو نقطةٌ ۸ و آل 


۱۳۵ 


طول باره‌خط راست ۸1 را معین کرد. عمل‌ها دشوار نیست؛ ولی طولانی 
و خسته کننده است؛ ولی با توجه به نکته‌هایی؛ می‌توان سریع‌تر؛ به نتیجه 
زسید. 

ضریب زاویة خط راست 4 برابر ج مب و» بنابراین» ضریب زاویة خط 


راست ۸7 برابر است. باید مختصات نقطه ۰۸ یعنی 2۱ و ۰۷۱ در 
معادلة خط راست ۸1 که به صورت 


9 
۷ 0 )*( 


است» صدی کند : 
2۱- < 1۱ 
/ 


اگر برابری اخیر را از برابری (*) کم کنیم؛ به دست می‌آید : 


۷ ۱ -- زا 3 
71 1 (2۱ تِ ۱( ۷ 


معادلهٌ (۰)۱ مقدارهای * و 7 را به دست آوریم. برای سادگی کار» فرض 


و سا سس ۱ 7 ۷ 
0 1 


۸ + ۱ << ( و 0۸ + 2۱ < 2 << 


اگر این مقدارهای 2 و ۷ را در معادلة (۱) فرار دهیم؛ مقدار ۸ به دست 


_ 2۱۰ 


۳ 


۸ 


۱۳۶ 


اکنون مجذور طول باره‌خط راست ۸17 را که ۸ می‌نامیم» محاسبه می‌کنیم. 
در ضمن توجه کنیم که ( ,۰)2 همان مختصات نقطهُ 17 است و داریم: 


0۶ خد ۱ - 1 و 62 < 9 << بل 
ح 8 ب 39 ت (۷۱ تت ۷( ٍِ ۲( 2۱ پِ 2( تس ۳240 تس ۲ 
۳۳ - ارو ب ام - 
+ "6 
از آن‌جا 
اه + 9۷۱ + 62| _ 
برای محاسبهة فاصلهٌ نقطهٌ به مختصات (۱ ,۸)2۱ از خط راست ۰ باید 


۱ 


۰ <ع + +4 65 


نوشت ‏ سسس ‏ مختصات نقطهٌ ۸ را در عبارت سمت چب معادلهٌ 4 قرار داد 
و قدر مطلق نتیجه را پر ۵۲ + ۷/۵۲ (جذر مجموع مجذورهای ضریب‌های 
2 و ۷ در معادلهٌ 0) تقسیم کرد. مثلاً در مثال ۰۱۴ مختصات ۸ برابر (۲ ,۲) 
و معادله خط راست )یا به صورت 


و < ۱ د ,۳ + ۳۵۲ 


بود. بنابراین» طول ارتفاع 7 (فاصل ۸ از خط واست 30 جچنین 


_ ۳ ۷ ۲+ ۴۷ ۲+۱۱ ۱۵ ۳ 


سب اسب ۱ ۱ ۸ 
7/۳۳ 


۱۳۷ 


نتیجه ۵. دستورهایی برای به دست آوردن معادله خط راست. از هندسه 
می‌دانيم» خط راست؛ با در اختیار داشتن دو نقطه از آن (به شرطی که بر هم 
منطق ناشند) معین می‌شود. در «هندسه تحلیلی» هم با توجه به مثال‌هایی 
که حل کردیم» روشن شد که با در دست داشتن یک نقطه و ضریب زاویه 
يا با در دست داشتن دو نقطه از خط راست» می‌توان معادلهٌ آن را به دست 
آورد. می‌گویند : خحط راست به دو بارامشز بستگی دارد. در ضمن دیدیمء اگر 
در معادله کلی خط راست یعنی 


< ی + (نن + 6۲ 


0 مخالف صفر باشد. معادله به صورت 7 + 7:2  <-‏ درمی‌آید که تنها به 
دو پارامتر 7 و 0 بستگی دارد. در حالتی هم که امکان صفر بودن ۵ وجود 
داشته باشد. بی‌تردید مقدار ۵ مخالف صفر است (زیرا » و ۵؛ با هم برابر 
صفر نیستند) و» در این صورت. معادلهٌ خط راست را می‌توان به صورت 
7 + 701 < 2 در نظر گرفت که باز هم دارای دو پارامتر است. 

برای دو حالتی که یک نقطه و ضریب زاویه» با دو نقطه از خط راست 
محلوم باشد» می‌توان دستورهایی بیدا کرد که به پاری آن‌ها؛ بتوان معادلهٌ خحط 
راست را؛ بدون محاسبه نوشت. 

۱) وقتی که ضریب زاویه و یک نقطه از خط راست در دست باشد. فرض 
می‌کنیی خط راست ۸ که از نقطة (۱ ,۸۱ می‌گذرد» ضریب زاویه‌ای 
برابر 777 داشته باشد. در این صورت. معادله خط راست # به صورت 


)۱( + ۲۸۵ < /۱ 
است که باید مختصات نقطهٌ ۸ در آن صدق کند. یعنی 
۲( ( 7۱ < ۷۱ 


۱۳ ۸ 


از تفاضل معادله‌های (۱) و (۲) به دست می‌آید : 
(1) (2۱ - )7 < ,با - لا 


و این» همان معادلهٌ خط راست ‏ است. 

پادداشت. با در دست داشتن یک نقطه و ضریب زاویه خط راست 
0 می‌توان بدون بیدا کردن معادلهٌ 6 خط راست را در دستگاه محورهای 
مختصات رسم کرد. 

فقال ۱۵ : در دسنتگاه محورهای مختصات؛ خط راستی را رسم کنید که 
ضریب زاویه (77) و یک نقطه (۸) از آن معلوم باشد: 


۲ 

۰( ۴ ,۸)۳ و ۳ < 77 (الف 
۲ 

(۲- ,)۸2 رم ۲۲۲ (ب 


شکل ۷ الف مربوط به حالت الف و شکل تاه مربوط به حالت ب 

نقطه ۸ را در صفحه دستگاه محورهای مختصات بیدا می‌کنيم ؛ سیس 
از نقطهٌ ۸ به اندازةٌ مخرج عدد ضریب زاویه در جهت افقی و همیشه در 
حهت راست و از انتهای آن) به اندازٌ صورت عدد ضربب زاویه» روی خحط 
فائم (اگر ضریب زاویه مثبت باشد» به طرف بالا و اگر ضریب زاویه منفی 
باشد» به طرف بایین) جدا می‌کنيم. اگر از نقطه‌ای که به دست می‌آید؛ به 
۳ وصل کنیم) همان حط راستب / را به ما می دهد (استدلال ضبادة انننین؟ 
خودتان آن را ارائه دهید). 

۲) وقتی که دو نقطه از خط راست ‏ داده شده باشد. اگر دو نقطه از 
خط راست 4 معلوم باشد. می‌توان ضریب زاويهٌ خط راست 4 را پیدا کرد 
که» در اين صورت. به همان حالت قبل می‌رسيم. 


۱۳۹ 


شکل ۴۷ 
شکل ۴۸ ری جیز را روسن می‌کند. در مثلث نا شر داریم : 


1۱] ۷۲ 


۱ ۷ 


نسبت تفاضل عرض‌ها به تفاضل طول‌های دو نقطه» ضریب زاویه حط 
راستی را می‌دهد که از آن دو نقطه گذشته است. 
اکنون فرض کنید» بخواهیم معادلهٌ خط راستی را پیدا کنیم که از دو نقطة 
(۷۱ ,۸62۱ و (13)2:۷,۷۱ گذشته است. 
ضریب زاویه خط راست ۸۳ چنین است: 
اب 
:۷ 
با توجه به این ضریب زاویه و مختصات نقطهٌ ۰۸ ضمن استفاده از دستور 
(۰)1 معادلهٌ خط راست ۸1 چنین می‌شود: 


و ۱۴ 


شکل ۴۸ 


که بهتر است به صورت زیر به خاطر سبرده شود : 


 ۲(‏ سای اش 
۲اه ۲ ۲:۱ ۱ -- نآ 
مثال ۱۶. نقطه‌های (۱--,۲--)۰۸ (9)۲,۳] و (۲--,۴)) مفروض‌اند. 
مطلوب است معادله ضلم ۸ و ارتفاع ")). 
معادله ضلع ۸11 (یعنی خط راستی که از دو نقطهُ ۸ و 7 می‌گذرد) 
به پاری دستور (11) به دست می‌آید : 


۳ سس ۱ 1/۰ 


8 جد:۱ 5 
۳ یو 


ند اب ( که ۳ در ۸ عمود است) ؛ برایر -- می شود . معادله ارنهاع که اف (با 
معلوم بودن مختصات نقطه ز) و ضریب زاويه ارتفاع) ) به یاری دستور (1) 


به دست می‌آید : 
مه ع< ۲ - رز + و جچ- (۴ بت ۱/8- < ۲ +1 


۱۳۱ 


نتیجه ۶. نقطه‌ای که مختصات آن؛ بر حسب یک پارامتر داده شده 


است : 

مکان هندسی یک نقطهُ متغیر . 

۱) نقطه (:۸)۱,1 را» با فرض حقیقی بودن عدد ۰70 در نظر بگیرید. 
۸ نقطة ثابتی نیست و با تغییر 170» جایا مکان خود را؛ در صفحه محورهای 
مختصات عورض می‌کند. با وجود این » ۸ نمی‌تواند در هر جای دلخواهی 
تنها دز مکان‌هایی می‌تواند باشد که طولی برابر ۱ داشته باشند. عرض این 
نقطه‌ها ؛ شر یلد حقیقی می‌تواند باشل, بنابراین» نقطه ۸ روی) حیل راست 
به معادلهٌ ۱ -- 2 واقم است: ۱ < :2 را مکان هندسی نقطهٌ ۸ گویند. گاهی 
می‌گویند: مجموعه نقطه‌های ۰۸ خط راست ۱ < 7 را تشکیل می‌دهند. 

۲) اکنون. نقطه (۲ ,۵ 5[0) را در نظر بگیرید» به شرطی که 0 بتواند 
برابر شر کمان دل‌خواه یاسد. روسن ایسنت که (شبیه حالت تبل) نقطه 1 را 
باید روی خط راست ۲ < ۷ جست‌وجو کرد. ولی آیا 7 می‌تواند روی هر 
نقطه‌ای از خط راست ۲ < ۷ باشد؟ 0 918 از ۱- کوجکتر و از ۱ بزرگتر 
نیست» بنابراین» طول این نقطه نمی‌تواند کمتر از ۱- يا بیشتر از ۱ باشد 
کف در آن (شعل 9 


12) ۱( ۱ ( 


۲ حالت کلی را در نظر می‌گیريم» وقتی که طول و عرض نقطه هر دو 
شامل بارامتر باشند. (۱ + ۱,۲7۰ - ۱۰ را در نظر بگیرید. 17 عددی 
است حقیقی و؛ با تغییر آن» هر دو مختص () (هم طول و هم عرض آن) 
تغییر هر کف آیا 627 جا می‌توان در هر نقطه‌ای از صفحه بیدا کرد؟ آیا مکان 


۱۳۳ 


شکل ۴۹ 


نقطه 6 تمامی صفحه مختصات است؟ ه! در این جا هم طول و عرضص 
نقطة ) مقیدند: در قید بستگی بین خودشان. طول و عرض () چنی‌اند: 


(+) تسس 


1/ -< ۲ ٩+ ۱ 


و شما نمی‌توانید؛ این 2 و ۷ را» مستقل از یکدیگر و به دلخواه انتخاب 
کنید. اگر مثل بخواهید طول نقطة ) برابر ۲ باشد. باید داشته باشیم: 


:۱ د([عه: ۲ 


یعنی مقدار 7 مشخص می‌شود و شما نمی‌توانید» عرض ) را هم به 
دلخواه انتخاب مك از در ۱ ۴۲77 /+ یه حای 7 عدد ۳ ر فرار 
دهید» برای عرض )؛ عدد ۷ به . دست می‌اید. نقّطهٌ با مختصات (۷ ,۲ ) 
یکی از نقطه‌های /) است. می‌بینید» 7 و ۷ (طول و عرض نقطهٌ )) به هم 
بستگی دارند و با در دست داشتن یکی می‌توان دیگری را بیدا کرد. 2 و 
تس و رابطه‌ای» بدون دخالت 9 بین 7 و / (یعنی طول و عرض نقطه 


۱۴۳ 


دست بیاوریم و در دیگری به جای 7 بگذاريم : 
,۷ + 2 < 1۲ ج< ۱ - ۲۲ < :1 
٩ ۳‏ ۲۵ <- ۱ + ۲۲۰ << /۱ 
طول و عرض نقطةٌ ۰6 به وسیلة معادلة ۳ + ۲2  <‏ با هم بستگی دارند 
(یک بستگی خطی). و این معادلٌ مکان هندسی نقطةٌ /) است که» روی 


صفحه محورهای مختصات» یک خط راست را مشخص می‌کند. 


/ ۲ + ۲ 


از هم اکنون به یاد داشته باسیم که 771 نمی‌تواند برابر صفر شود. داریم : 


۳ 77 -ب ۴ 


۳ 


1 1 ۱ 


۲ج سب < /1 
111 


< 2: + ۱ 


در ضمن. از برابری سم > ۸۲ به شرط ۱- ع 3 می‌رسیم. 

نقطهٌ (۰1 روی خط راست ۱ + 7 < 1 حرکت می‌کند. مجموعه همه 
نقطه‌های این خط راست. به جز نقطه (۰ ,۱-) جزو مکان هندسی نقطهٌ (1 
است. در شکل ۰ مکان نقطهٌ (1 رسم شده است. در نقطهٌ (۰ ,۱-)) 
یک دایر؛ٌ توخالی کوچکی گذاشته‌ايی یعنی این نقطه» جزو مکان نیست. 


8 . نمودار معادله‌هایی که شامل قدر مطلق‌اند. 
ِ. به این معادله توجه کنید : 


۷ < 2 + ۵ 


۱۳۴ 


به ازای مقدارهایی از + که برای آن‌ها 0 + ۸2 منفی نباشد مقدار ۷ برابر 


خود ا + 62 می‌شود : 
0 + ۵ ع< لا جچد ه < 0 + 05 


ولی اگر 6 + 2 مقداری منفی باشد؛ مقدار ۰۷ برابر قرینةٌ 6 +- :6 خواهد 
بود . 

(۵ 4 62)- < « ج< ه > 0 + 60 
از این‌جا نتیجه می‌گیر یم که» اگر نمودار 


1/ < 00 41-1 


را رسم کنیم» بخشی از آن که زير محور 27 نیست (بخشی که نقطه‌های آن؛ 
عرض منفی ندارند)» بر نمودار |0 + 62|  <‏ منطبق است. ولی آن بخش 
از نمودار ۵ + 5 < 7 را که زیر 2" است (نقطه‌هایی با عرض منفی)؛ 
ارت خور یسب سر اوقت قزر تین یبا 31 وم سر 

مثال ۱۸. نمودار || < ( را در دستگاه محورهای مختصات رسم 
کنید. نمودار 5 << را رسم می‌کنیم. این نمودار» شامل دو بخش است: 


۱۳۵ 


نیمساز زاویه ربع اول و نیمساز زاويهٌ ربع سوم. اگر قرینه بخش اخیر را نسبت 
به محور 2*2 پیدا کنیم» نمودار |2| < 7 (شامل نیمسازهای دو ریع اول و 
دوم) به- دست می‌آید (شکل ۵۱). 

مال ۰.۱۹ نمودار [۱ - ۲2| < [ را رسم کنید. 

نمودار ۱ - ۲2  <‏ را (که یک خط راست است) رسم می‌کنيم و؛ 
سپس بخشی از آن را» که زیر محور 27" است؛ به قرینةٌ خود نسبت به 
محور 22 تبدیل می‌کنيم (شکل ۵۲). 

مثال ۰۲۰ نمودار || -۱  <‏ را رسم کنید. 

روشن است که نمودار |2|- < » عبارت است از قرينة نمودار 
2۱ 1 نسبت به محور 7 ۳ (شکل ۲-الفب). عرض هر نقطه از نمودار 
۱۳۶ 


شکل ۵۳ 


اه| --۱۰ < ۷» یک واحد از عرض نقطهٌ متناظر خود در |2|- < 9 
بیشتر است. بنابراین» کافی است از نقطهٌ (۱ ,۰) (متناظر نقطهُ (ه ,ه) در 
|2- < ۰/۷ نیم خط‌های راستی موازی شاخه‌های نمودار |2|- < لا رسم 
کنیم تا نمودار || - ۱ < [ به دست آید (شکل ۵۳-ب). 

۲ ممکن است با چند قدر مطلق سروکار داشته باشیم. در این حالت 
باید مجموعه عددهای حقیقی را» به جند فاصله چنان نقسیم کرد که در 
هر یک از آن‌ها: علامت مقدار داخل هر قدر مطلق روشن باشد. سپس در 
هر فاصله» مقدار 7 را» بدون علامت قدر مطلق محاسبه و؛ در آن فاصله 
روی صفحه محورهای مختصات رسم کرد. 

مثال ۰۲۱ نمودار |۲۱ - 2| - ||  <‏ را رسم کنید. 

در این‌جاء با دو قدر مطلق سروکار داریم : || و |۲ - ۰|2|] به‌ازای 
۵ له برایر 2 و برای ۵ > ۲ پرایر بت اشست. ۲۱ -- | به ازای ۲ <2 8 
برایر ۲ - 2 و به ازای ۲ > 5 برابر (۲ -- )- است. دو مقدار 5 را 
می‌توان مقدارهای سرنوشت‌ساز به حساب اآورد: ۰ < 2 و ۲ -< 2 (اين دو 


عدد. از برابر صفر فرار دادن مقدارهای داخل قدر مطلق‌ها به دست می‌آیند) . 


۱۳۷ 


عددهای » و ۲ مجموعه عددهای حقیقی را به سه بخش تقسیم می‌کنند : 


1۲ 2 ۲۱5 > 2 > و وه > 8 


ببینیم در هر حالت» ۷ به چه صورتی درمی‌آید؟ 
۱ ۰ > 2. وقتی مقدار 2 منفی باشد. به طور طبیعی» از ۴ هم 
کوچکتر است. بنابراین؛ در اين حالت داریم: 


و - ۲ حد (۲ - »)- <- |۲۷ - و| و مه - |ه| ج- ه > و 
یعنی برای ۷ خواهيم داشت : 
۲ ح ( مب  )۲‏ - < /ا 
۲ ۲ > * > ». در اين حالت داریم: 
وج ۲ < ۲۱ زاو و < ها جد ۲ ۰ 2 ٩‏ 


و در یجه 
۲ - ۲ < (. -۲) - ۲ < /1 


۲ ۲ < 2. در این حالت 


- 2 < (۲ - »| و 2 < || ج< ۲ < ت 


۲ 5 ۲ - )- (2 ۲ 


این سه حالت را می‌توان این طور نوشت: 


ره > 2 ) 5 
(*) (۲ > 2 > ۰ ۲ - ۲۵ 4 < ۷ 
(۲ < ») ۲ 


۱۳۸ 


شکل ۵۴ 


اکنون می‌توانیم نمودار آن را رسم کنیم (شکل ۵۴). 

توجه کنید : نمودار ۲- <- ل را برای » > ۰2 نمودار ۲ - ۲ < لا 
را برای ۲ > 2 > » و نمودار ۲ < ۷ را برای * < 2 رسم کرده‌ايم. 

یادداشت. در (*)۰ جلو ۲- < ( نوشته‌ايم » > 5 در حالی که 
می‌توانستیم بنویسیم » > 2. برای این که» حالت ۰ < ۰2 دو جا تکرار 
نشود (در حالت ۲- < ( و در حالت ۲ - :۲2 ۷) تنها یکبار از آن 
استفاده کرده‌ایم. بدون اين که دلیل خاصی داشته باشد. معمول شده است؛ 
علامت برابری را در کنار مقدارهای بزرگتر از آن می‌نویسند. اگر ۵ < 3 
نقطه سرنوشت ساز باشد ۵ > 7 را جدا از ه۵ا < :3 می‌نویسند. 


تمرین‌ها 

۱ جدول تغییر ۷ نسبت به 2 و» سپس نمودار را رسم کنید. 

0 ۲م- - »+ ۲) ۲ + آو < + ۳) ۲ + ۲«- < ,+ ۴) 
+4 او عد رو ۵ ۳ - ۴5 + ۲۲ - < ؛ ۶#) ۲2 - "و < ۷. 

۲ خطهای راستی را در نظر می‌گیريم که معادلهٌ آن‌ها» به صورت 


)6 - ۱(2- + ۲6 < ۵-۳ (۱) 


۱۳۹ 


باشد. ۵ چه عددی باشد» تا نمودار (۱) 

۱ خط راستی موازی محور 7 شود؛ 

۲) خط راستی موازی محور 22 باشد؛ 

۳) از میداء مختصات بگنرد؛ 

۲ موازی را نیمساز ربع‌های اول و سوم باشد؛ 

۵ موازي نیمساز ربع‌های دوم و چهارم باشد؛ 

۶ در نقطه به طول ۲-- محور 7 را قطع کند؛ 

۷ خط راست ۲  <‏ + 7 را در نقطةٌ به عرض ۲ قطع کند؛ 

۸ نقطهٌ برخورد آن با خط راست ۱ < ۵۷ + ۰۷ روی محور "7 
باشل 4 


٩‏ در نقطهٌ به عرض برابر واحد» خط راست 


۰ 2 ۱ +0 + باه +4 7 


را قطع کند؛ 
۰ ) فاصله مبداء مختصات ؛ از خط راست (۱) بر ابر باشد ؟ 


۱ خط راست مفروض؛ بر خط راست 
4+۳ < (۱(۷ + ۲۵) - 65 


عمود باشد ؛ 

۲( آیا خط راست (۱) از نقطه نایتی می‌گذرد؟ اگر پاسخ به این 
پرسش؛ مثبت است مختصات نقطه ثابت را بیدا کنید. 

۳ »۰ 0 "ه و 0 چگونه باشند تا نمودار معادلة 


62 1 6 


۱ ۵ ۵ 


۳ نمودار را رسم کنید؛ به شرطی که داشته باشیم : 
دب ات 


1 -- 1 
70 ۷ ماه بت مرکا 
ات و ی ۲ 9ص "و ۵ و جع سب ورس و ۳) 


ه > ۷ + 7 ۷) ه < ۱ + ۷۷ - 2۲۱: ۸ با < 2: )٩‏ 
ه << || + ؛ ۱۰) ه < ما + 2 ۱۱ ۱۱ + »| < : ۱۲) 
اه| + ۰ < + ۱۳) م2 - || < + ۱۴) ۲۱ + ۱۱-۱2 - 72| << (؛ 
۵) ۰ - ۲۷۲ + ۲ ۶) ه - ۵ +۴۷ + ۲۸ - ۲( + ۲ ۸/۱۷ 
ه < ۲ + ار + ۲ ۱۸#) ۱ < || + |« 

۵ . مختصات نقطه‌های برخورد را بیدا کنید: 


(۳ 


۱) برای ۸ < "و + 7 و » < [ - 5 

۲ پرای » < ۱۸ + ۴۷ - ۱۶۵ + رو - آ و و ه ع و + »9 

۳( برای » < ۱۷ - ۱۰ + ۸۵ - ۲ + او و ۵ < ۲ + ۲ 
۶ معادلٌ ضلع‌های ۰۸ 0 و ۸0 از مثلث ۰۸0 به 


ترتیب» چنین‌اند: 
و جت ۲ سس ( ,ه عد ۱۵ ۲+ ۲1۸ - 1 ,ه < ۵ - ۳۸ + :۴۵ 


مطلوب است: ۱) مختصات راس‌ها؛ ۲) مساحت مثلث؛ ۳) مختصات 
نقطهٌ برخورد ارتفاع‌ها (منظور از معادلة ضلع ۰۸3 معادلهٌ خط راستی است 
که از ۸ و ۶ می‌گذرد). 

۱۷ , << ۴ - 4 2۲ و ه < ۱ - ۲7 - 2 معادله‌های دو ضلع 
و ه < ۱ + ۴۷ - 2 معادلهٌ یکی از فطرهای متوازی‌الاضلاع ۸1 
اتستت. اگر مرکز تقارن متوازی‌الاضلاع» روی محور طول باشد» مختصات 
چهار راس منوازی‌الاضلاع را پیدا کنید. 


۱ 0 


۶( ساحت مثلئی » ۸ ع< ‌ واحل مربع و (۲- ,۸)۱ ۴۲ 
(۰)۲,۳ دو راس آن هستند. اگر بدانيم راس )۰ روی خط راست 
» -< ۲ - 1 + ۲۵ قرار دارد» مختصات آن را پیدا کنید. 


۳۹ معادله خحط راستی با ضریب زاویه 3- پپدا کنید که؛ عرض از 


و 
باشد. 

۵۰ خط راستی به معادلة ه < ۳ - ۳ + ۵2 داده شده است. 
معادله خط راستی را بنویسید که از نقطهٌ (۱ ,۷/۲ بگنرد و 


۱) با خط راست مفروض موازی باشد؛ 


مبداء آن» برابر 


۱ . معادله‌های دو ضلع مستطیلی جنین‌اند : 


ه << ۷ - ۲ + ۲ و ه < ۵ + ۲۵ - ۲۵ 


اگر (۳--,۸4)۲ یکی از راس‌های آن باشد» معادله‌های دو ضلم دیگر مستطیل 
را بیدا کنید. 

۲ . ۲۷ - ۲ و ه < ۱۵ + ۲۷ - 7 معادله‌های دو ضلع 
از یک ستطیل و » < ۱۵ - 1 + ۷ معادله یکی از قطرهای آن است. 
مختصات راس‌های مستطیل را بیدا کنید. 

۳ . تصویر نقطه (۴ ,۶-)۳ را روی خط راست ه < ۰+۳ ۴-۵۷ 


بیدا کنید. 
۴ . قرینه نقطهٌ (۱۳ ,۵-) را نست به خط راست ۰< ۲-۳-۳ 


زیر موازی باشد و در ضمن, از آن‌ها به یک فاصله باشد: 


هم < ۱۷ + ۶۷ + ۴ و ه << ۳۷-۶ + ۲۵ 


۱۵۳ 


۶ . نقطه‌های (۴-,۰۸)۵ (۳ ,9-۱ و (۲--,۳-)ر) مفروض‌اند. 
از هر راس مثلث ۰۸6 خط راستی موازی ضلم روبه‌روی آن رسم کرده‌ایم. 
این خط‌های راست. دو به دو یکدیگر را قطع کرده مثلث "۸0 را به 
وجود آورده‌اند. مطلوب است مختصات نقطه‌های ۰۸ ال و ). 

۷. (۸)۲,۱ وسط ضلع 80 (۵,۳)" وسط ضلم ۸40 و 
(۴-,۳)") وسط ضلع از مثلث ۸۳6 هستند. معادله هر یک از 
ضلع‌های مثلث ۸107 را پیدا کنید. 

۸ . از مبداء مختصات؛ بر خط راست 4 عمودی رسم کرده‌ايم نقطه 
(۲,۳) بای اين عمود است. معادلهٌ خط راست 4 را بیدا کنید. 

۹ (۱-,۰۸)۱ (۲,۱-)۶ و (۰)/)۳,۵ راس‌های یک مثلث‌اند. 
معادلٌ خط راستی را بیدا کنید که از راس ۸ می‌گذرد و بر میانهٌ ,1.17 عمود 
اه 

۰ از نقطه‌های (۲ ,۱-)۷۱ و (۷۲)۲,۲/» خط راستی گنرانده‌ايم. 
مختصات نقطه‌های برخورد خط راست 1۱/۷/۲ را با محورهای مختصات 
بیدا کنید. 

۱ (۱ ,۰۸-۳ (۰)۳,۹ (۷,۶)/) و (۶-,۲-)(]۰ راس‌های 
متوالی یک جهار ضلعی محدب‌اند. مختصات نقطهٌ برخورد قطرهای آن را 
بیدا کنید. 

۲ (۱-,۳-)۸ و (۰/۶)۲,۲ دو راس مجاور از متوازی‌الا ضلاع 
(1 و (۰ ,۵)۳) نقطهٌ بر خورد قطرهای آن است. معادله‌های ضلع‌های 
متوازی‌الاضلاع را پیدا کنید. 

۲۳ با چه شرطی سه نقطه 


(۸۲/۳)۵۲۱۱۳ ۰۱( ۷۲ ۷۲۲۰ (( ۷۱ 1۷۱)۲۱۱ 
بر یک استقامت‌اند (یعنی روی یک خط راست قرار دارند). 


۱۳ 


۴ ه - ۲۷-۷ + ۵ و ه < ۲۷-۳۶ + :۵2 معادله‌های دو 
ضلع از یک مستطیل و » < ۱۰ - ۷ + ۳2 معادلهٌ یکی از قطرهای آن 
است. معادله‌های ضلع‌های دیگر و قطر دوم مستطیل را بنویسید. 

۵ . معادلهٌ خط راستی را بنویسید که از نقطهٌ (۳)۳,۵ بگذرد و از 
دو نقطهُ (۷,۳-)۸ و (۱۵-,2)1۱ به یک فاصله باشد. 

۶ صویر نقطه (۸,۱۲-)۳ را بر خط راستی که از دو نقطهٌ 
(۲- ,۸۲ و (۵,۱-)] می‌گذرد؛ بنویسید. 

۷۶ نقطهُ ۸ را؛ واقع بر محور ۰272 طوری پیدا کنید که» مجموع 
فاصله‌های آن. از دو نقطةٌ (۳,۲-)۸ و (۰]2)۲,۵ کمترین مقدار ممکن 
باشد: 

۶ نقطه ۲ را روی خط راست ه < ۵ - ۷ - ۲۶ طوری بیدا 
کنید که» مجموع فاصله‌های آن» از دو نقطهُ (۱ ,۷-)۸ و (۵,۵-)2۷) 
کمترین مقدار ممکن باشد. 

۷ روی خط راست » < ۱ - 7 - ۳۸ نقطه ۸ را طوری بیدا 
کنید که تفاضل فاصله‌های آن تا دو نقطهٌ (۸)۴,۱ و (۴ ,»)2 بیشترین 
مقدار ممکن باشد. 

۰ . معادله‌های ضلم‌های مثلثی» چنین‌اند: 


0 حد ۴۱ 4 را 4 ۷2 ,ه ۱۷ - ۷۸ - و ره ح< ۱ - ۴ + :۳۵ 


زاویه‌های این مثلث را به دست اورید. 
۱ ثابت کنید» معادلهٌ خط راستی را که از نقطه (1۱ ,)۷ موازی 
خط راست ۰ < ع + ۵۷ + 02 رسم شده باشد. می‌توان به این صورت 
» < (1۱ - )0 + (2۱ - )6 


۱۵۴ 


۲ ثابت کنید شرط عمود بودن دو خط راست 
28 ۱ + 0۲۱ + 06۲ و ه ‌- ۰ + 0۱۷ + 06۱5 


52 یکدیگر را» می‌توان به این صورت نوشست : 
» < ۷ 6۱0۲ 


۶ (۱۰,۲-)۸4 و (7)۶,۴ دو راس از مثلث ۸20 و 
(۲ ,۵) ۰11 نقطهٌ برخورد ارتفاع‌های آن است. مطلوب است مختصات 
راس ). 

۶ ۰ 2< ۲۲+ ۳۷ - ۵7 معادله ضلع ۰۸ ۰ < ۱+ ۲۷ - ۴۸ 
معادله ارتفاع ۸۸ و » < ۲۲ - ۲۷ + ۷2 معادلة ارتفاع 2/۷ از مثلث 
6۱ هستند. معادله‌های ضلم‌های 90 و ۸0 و مختصات راس ) را 
بیدا کنید. 

۱۵۵#. ه << ۱ + ۲ - 2 و ه < ۱ - 1. معادله‌های دو میانه و 
(۰۸)۱,۳ یک راس از مثلث ۸120 هستند. معادلهٌ هر یک از ضلم‌های 
مثلث را بیدا کنید. 

۶ ۰ <- ۲ ۳۷ + ۵۲ و ه < ۱۳+ ۸ + ۰۱۳ معادله‌های دو 
ارتفاع و (۵-,۴-)7] یک راس از مثلث /۸6 هستند. معادلهٌ هر یک از 
ضلع‌های مثلث را بنویسید. 

۷ ه <- ۱ - 7 و ه < ۱ - 1 - 7 معادله‌های دو نیمساز و 
(۱--,۸)۴ یک راس از مثلث ۸/6 هستند. معادلة هر یک از ضلم‌های 
مثلث را بیدا کنید. 

۶ معادله‌های ضلم‌های مثلثی را پیدا کنید که (۴,۳)/) یکی از 
راس‌های آن» ۰ < ۱۳ + 1 - 2 معادله ارتفاع 11 و ۰ < ۲-۵ + 2 
معادله نیمساز (۸ از آن باشد. 


۱۵ ۵ 


۹ -- ۱۲ + ۳ - ۰۲2 معادلة ارتفاع 211 و ۰ < ۲۷ + ۲ 
معادله میانه 2 از مثلث ۸6 هستند. اگر (۱--,۰۸)۴ یکی از 
راس‌های مثلث باشد» معادله‌های ضلم‌های مثلث را پیدا کنید. 

۰ ه <- ۱۱ + + ۳2 معادله ارتفاع 11ظ و ۰ < ۷+ ۲۷ + 2 
معادلهٌ میانهٌ 6۷ و (۷-,۸)۲ راس مثلث ۸۳6 هستند. معادله‌های 
ضلع‌های مثلث را بیدا کنید. 

۶ ممادله خط راستی را پیدا کنید که از مبداء مختصات بگذرد و 
با خط‌های راست 


۷۱4٩‏ +۲24 وه ۱۲+ اس و 


۳ ۱ 
شللی با مستلاعت ۲ واحد مریم تشکیل دهد ۱ 
۲ بین خط‌های راستی که از نقطهُ (۰ ,۳) می‌گذرند. آن را پیدا 
کنید که اگر دو خحط راست 


۵ جح ۲۳ 4 0ج و هو ید ۲ سوه - ۲8 


را در نقطه‌های ۸ و 9 قطع کند» ۲ وسط دو نقطه ۸ و ]ظ باشد. 
کرده‌ایم. تابت کشدء همه این خط‌های راست ؛ در بر ورد ۳ دق حول راست 


و < ۵ 4 ۲ - و و ه < ۲۱-۳ - 8 


باره خط‌هایی به وجود می‌آورند که نقطهٌ ۳ وسط هر یک از آن‌ها است. 
ره ۱۳۳۵۹ راستی از میداء مختصات گذشته است و باره حط راستی از 


و 2 ۱۵ + 1 - 1۵ ,ه حد ۵ + له - :۲۵ 


۱۵۶ 


واقع شده است» طولی برابر ۷/۱۰ دارد. معادله این خط راست را بیدا کنید. 

۵ دو نقطهٌ (۳-,۴-)۸ و (2)۱,۲ مفروض‌اند. معادلهٌ خط 
راستی را بنویسید که از نقطهُ ) وافع بر پاره‌خط راست ۸ بگذرد و بر خط 
راست ۸17 عمود باشد به شرطی که بدانیم : 


۲ ح اظن| : ۸6| 


۱۶7۶ معادله‌های دو ضلم از لوزی ر] ر) کر و فطر )ار از آن» 
جنین اند : 


۰ << ۲۷ + 2 : ((۸) و ۴ > ۲۷ + 2 : (0) 
۲ + 2 ح< ‏ : ۱ )۸ ) 


مختصات راس‌های این لوزی را بیدا کنید. 

۷ (۸4)۱,۴ و ۶۱ ,۵ دو راس رو به رو از یک مستطیل‌اند. 
اگر خط راستی که از ضلع (01) می‌گذرد» با جهت مثبت محور 22 
زاویه‌ای برابر ۳۵ درجه ساخته باشد. مساحت مستطیل را بیدا کنید. 

4 طول لع مربعی برابر است.با ۴:/۲: مطلوب است» معادلة هر 
ضلم و هر قطر آن» به شرطی که یکی از راس‌های آن بر مبداء مختصات قرار 
داشته و یکی از قطرهای آن بر جهت مثبت محور 1 منطبق باشد. 

۹ !) معادلة ضلم‌های مثلثی را پیدا کنید که (۰)/)۴,۳ یکی از 
راس‌های‌ان؛ هت ۲۷-۵ +7 معادله‌نیمساز ( ]و ه < ۱۳۷-۱ ۴4 
معادله میانة /۸۷ ۲7 از ان باشد. 

«۲(( معادلة هر یک از ضلع‌های مثلثی را پیدا کنید که (۱--,۳)) یک 
راس آن: ۰ < ۱۰+ ۴۷ - 7 معادلهٌ نیمساز (1] و ۰ < ۵۹-/۱۰۱ + ۶ 
معادله میاه ]۸/۱ از آن باشد. 


۱ ۲ 


۰ یک راس از مثلث متساوی‌الاضلاع با ضلع به طول ۰۸ بر مبداء 
مختصات و یکی از ضلم‌های آن بر جهت مثبت محور 1 منطبق است. 

۱ خط راستی با جهت مثبت محور "2 زاویةٌ ۱۳۵ درجه ساخته 
است و پارمط رانتی لز آ که ین دو معور وائم استه طولی برابر ۳۷/۲ 
دارد. معادلهٌ آن را بیدا کنید. 

۲ نشقطه‌های (0)۰,۰ و (۳,۰-)۸ مفروض‌اند. روی باره‌خط 
راست ۰)(۸ متوازیالاضلاعی ساخته‌ايم که قطرهای آن در نقطهٌ (۲ ,)2 
یکدیگر را قطم کرده‌اند. معادله‌های ضل‌های متوازی‌الاضلاع را پیدا کنید. 

۳ قطرهای یک لوزی؛ بر محورهای مختصات منطبق‌اند. مساحت 
این لوزی را پیدا کنید» به شرطی که معادل یکی از ضل‌های آن؛ 


باشد ؟ 
لا ٌ 
٩‏ اس کت لک 
۱ 0 


۴ ارتفاع مثلث متساوی‌الاضلاعی به طول ۰۶۸/۳ بر جهت مثبت 
و قاعدهٌ آن بر محور 23 قرار دارد. معادلهٌ دو ضلع جانبی مثلث را پیدا 

۵. در یک ذوزنقه متساوی‌السافین می‌دانیم» قاعده بزرگتر بر محور 
2 و محور تقارن ذوزنقه بر محور 1/7 قرار دارد؛ طول فاعدة بزرگتر برابر 
۰ و طول عَاهدة ک چکتر برابر ۶ است. ساق‌های ذوزنقه: با قاعدة بزرگتر 
زاویه‌ای برایر ۶۰ درجه ساخته‌اند. معادلة هر یک از ضلم‌های دوزنقه را پیدا 

۶ مادل؛ وتر مثلث قائم‌الزاویه متساوی‌السافینی» عبارت است از 
۰ - ۱۷ ۳2. در ضمن (۴-,۷)/) یکی از راس‌های مثلث است. 
معادله هر ضلع مجاور به زاویة قائمه را» در اين مثلث. بنویسید. 


۱۵۸ 


۷. قطرهای یک لوزی» یکدیگر را در نقطهٌ (۱ ,۱/)۵ قطع کرده‌اند. 
معادله یکی از قطرها ۴ - 2 < / و معادلهُ یکی از ضلع‌ها ۶ + 7 < ۳۷ 
است. مختصات راس‌های لوزی را بیدا کنید. 

۷۸ (۱- ,۸/۳ و (72)۵,۵ دو راس از مثلث ۸0 و (۶,۲) 77 
نقطهٌ برخورد ارتفاع‌های آن است. مختصات راس سوم را پیدا کنید. 

۲*۴ برتو نور با عبور از نقطة (۴ ,۸)۳ بر خط راست ۱ - 7 تاییده 
و» سپس بازتاب آن از نقطة (۴ ]7)-٩,‏ گذشته است. معادلهٌ مسیر پرتو و 
مسیر بازتاب آن را پیدا کنید. 

۰ نتابت کنید» دو خط راست وجود دارند که از نقطه (۲)۲,۷] 
می‌گذرند و فاصله نقطهٌ (۲ ,2)۱) تا هر یک از آن‌ها؛ برابر است با ۰۵ معادلة 
هر یک از اين دو خط راست را بیدا کنید. 

۲ مان هندسی هر یک از نقطه‌ها را بیدا کنید : 


۱( ۱ 0 ۸ ۲) ۱ ۱ ۳ (۲۶۰ ,«)(7؛ 
۱ 1۱ | ۱ .- ۳ ۱ 


])5۱9 6,۳ 518 ۰ ۱( )۵ ۶/7۰ + ۴,۳۶۶ ۴ 

۶ (۲۲۶ آ و۴ ,۱ + ۲۰ )7) 

۲۳ نقطه‌های (۰ ,۸۱۵ و (۴ ,۱) مفروض‌اند. اگر برای نقطهٌ 1۲ 
از صفحه محورهای مختصات داشته باشیم : 


۱۸1۸| - ۱۸| - ۶ 


مکان هندسی نقطه 11 را بیدا کنید. 
۲ اکر » عددی حقیقی با شرط ۱ < » باشد و داشته باشیم : 


۱ )/6 - ۱,۵ + ۱( 


۱5۹ 


۴ ۲ - نب + ۲۶ و ه < ۲۸ + 5 ضلم‌های یک زاویه‌اند. خحط 
راست 4 + 2 < 1 ضلم‌های اين زاویه را در نقطه‌های ۸ و 1۶ فطع کرده 
است. مطلوب است مکان هندسی نقطهٌ ۰ وسط باره‌خط راست ۰۸4 

۵ (6 ,۱/)۰/ و (ه ,۸-۲ و (۲ ,)9 مفروض‌اند. خط راست 
۸ محور عرض را در نقطهُ /) و خط راست ۰۸ محور طول در 
نقطهٌ 2 قطع کرده‌اند. ثابت کنید» به ازای هم مقدارهای حقیقی ۰۵ خط 
راست () از نقطهٌ ثابتی می‌گدرد. مختصات این نقطه را بیدا کنید. 

۶ نقطهٌ (۰,۱) و خط راست » -< ۱ + 1 مفروض‌اند. مکان 
هندسی نقطهُ ۷ را پیدا کنید» به شرطی که طول باره‌خط راست ۸۸۳ با 
فاصلهٌ ۸ از خط راست ۰ < ۱ + ۷ برابر باشد. 

۷ (۰ ,۸4)۵: (۰ ,0-۳ و (۱,۴-)6 راس‌های یک مثلث‌اند. 
مستطیل‌هایی در نظر می‌گیریم که؛ پرای هر کدام از آن‌ها» دو راس بر ضلع‌های 
۸4 و 0 و دو راس بر ضلع ۸1 واقم باشد. مکان هندسی مرکز این 
ستطیل‌ها را بیدا کنید. 

۸ تشقَطهُ (۱ + 7 - ۱,۰۱۲ + ۲۰ + ۸7۰۲ مفروض است. اگر 
عددی حقیقی باشد. معادلهٌ مکان نقطةٌ ۸4 را بیدا کنید. 

۹ خط راست ۱ < + 2 داده شده است. نیم‌خط راستی از 
مبداء مختصات گذشته و این خط راست را در نّطهٌ "1 قطع کرده است. 
روی نیم‌خط راست. نقطهٌ ]۸۱ را در امتداد 0۳ طوری در نظر گرفته‌ايم که 
داشته باشیم؛ 


02/۱ : ۱0۱ - ۳ 


+ مثلت ۸۳0 مساوی‌السافین است (۸۱| < |۸) و 
طول ارتفاع (۸0 برابر نصف طول فاعده 1701 است. خط راستی که موازی 


و ۱۶ 


قاعدة /17 رسم کرده‌ايی ضلم ۸17 را در "[ و ضلع ۸ را در 04 قطع 
می‌کند. نقطٌ برخورد پاره‌خط‌های راست 00 و 700 را 1۶ می‌نامیم. مکان 
هندسی نقطهٌ ۸7 را» وقتی خط راست )7 موازی با خودش حرکت می‌کند؛ 
بیدا کنید. 

۶ معادله‌های ضلم‌های مثلئی چنین‌اند : 


وه < ۱ - له - ۳ :(۸0),ه < ۵ - ۲ + 2 : (۸) 
و << ۳" ۲ - ۳۵ : (ر)ز]) 


بدون این که مختصات راس ۸ را بیدا کنید» معادله ارتفاع را به دست 


آورید 0 


۱۶1 


5 معاد له و چه دوم 


در د ستور حل معادله در چه دوم 
در درس‌های گذشته» بارها با معادله درحه دوم بر خو رد کردیم ۴ توانستیم از 
عهده حل آن‌ها برآییم و ریشه‌های آن‌ها را (اگر عددهای حقیقی بودند)» به 
دست آوریم. اکنون زمان آن فرا رسیده است که بحث کاملی دربارهٌ معادله 
درجه دوم داشته باسیم. 

صورت کلی معادله در حه دوم چنین است: 
)۱( هم و وه ح 4+ 2 
شرط 0 < 6 را به این جهت گذاشته‌ايم که در حالت ه 0 معادله 


(۰)۱ به معادله‌ای درجه اول (خطی) تبدیل می‌شود. 
در حالت‌هایی که معادله (۰)۱ کامل باشد. به سادگی قابل حل است. 
۱ بر؛سالت ۰ < 6 و ه و اه معادلة (۱) به صورت 


» د 6 ,ه < و0 + 2 
درمی‌آید که با تجزیه سمت چپ برابری» ریشه‌ها یه ذدست می‌آیند : 
90 > (0 + 202 ج<- ه < و۵ 4 62 


۱ 


که به سادگی؛ دو ريشه معادله» یعنی ه < و 2 2۷ به دست 
می‌آیند. 

نتیجة ۱. برای این که معادلهٌ درجه دوم» دست‌کم یک ريشه برابر صفر 
داشته باشد» لازم و کافی است که مقدار ثابت آن (0) برابر صفر شود. 

۲ ۰ < ۵ و ه 2 مه معادله (۱) به صورت 


ِ ۲ ۰ 
ساب  <‏ چ< و < 6 ۲ 01 


درمی‌آید و روشن است که وقتی ریشه‌های حقیقی دارد که 4 و ۰6 هم علامت 
نناشتند. دز حالت هم علامت بودن » و 6 برای 9 عددی منفی به دست 


می‌آید و مقدار :۰3 نمی‌تواند عددی حقیقی باشد). در حالتی که » و » هم 
علامت نستند (۰ >* ۰6 6 ریشه‌ها حنین‌اند: 


نتیجه ۲ برای این که معادله درجه دوم فق ونشه فرینه و حقیقی داشته 
باسل؛ لازم و کافی است که داشته پاشیم : 


۰ 06۰ ,ه د و 
۳( ۵ عد 6 عد ۵ در این حالت؛ معادله (۱) به صورت 
و < 6۲ 


درمی‌آید که تنها 6 < 7 در آن صتلق مس کند: خر این جا» بهتر است بگویيم : 
معادله دارای دو ريشه برابر صفر است : 


۱۶۳ 


نتیجه ۳. شرط لازم و کافی برای اين که هر دو ريشة معادلة درجه 
دوم» بر ابر صفر باشند» این است که داشته باشیم : 


بي 
۱ 
۳ 
|| 
شه 


اکنون به حل معادلهٌ (۰)۱ در حالتی که هیچ کدام از ضریب‌ها برابر 
صفر نیست» مي‌پردازيم. 

با همان روشی که در گذشته به کار می‌برديم (روش تبدیل به مجذور 
کامل)» کوشش می‌کنيم» سه‌جمله‌ای درجه دوم سمت چپ معادله (۱) را 
تجزیه کنیم (اگر ممکن باشد). ابتدا دو طرف برابری را بر » غ7 6 تقسیم 
می‌کنيم (۵ را می‌توان مثبت فرض کرد؛ بدون اين که» به کلی بودن مطلب» 
لطمه‌ای وارد شود) 


۱ / ۳ 8 0 وا اس ۱ 
اگر به دو جمله‌ای :7 + بت ات 


۱ 
به دست می‌آید که می‌تواند به صورت رم +»): یعنی مجذور یک دو 
۲ 
جمله‌ای نوشته شود. بنابراین» اگر به سمت چپ برابری اخیر» یکبار ٍِِ ر 
۱ 7 ۴ 


اضافه و یکبار کم کنیم؛ به دست می‌آید : 


که می‌توان آن را» این طور نوشت : 


۵۷ - ام ۵۶۱ 
(۲) مج لس - 3 + 
۴ 0 ۱ 


۱۶۴ 


در این‌جا؛ سه حالت ممکن است بیش آید: 
0 ۰ < ۴۵6 - "0. معادله (۲) چنین می‌شود: 
۲ ۲۷ 
سست ات 2 ۲ 2 1 0 << سای ۵۵ ۷ 
۳0 : ۳0 ۱ 


می‌بینید» باز هم دو ريشه را در نظر گرفتیم؛ می‌گویيم معادلُ (۰)۱ در اين 
حالت ‏ دو ريشه برایر دارد. دز وافع 


۰ جع +ه) - ام +ه| 


5 ۳( 
اگر هر کدام از دو برانتز را پرابر صفر فرار دهیم؛ به همان ریسه ۳ 


هی رسیم . 
در این حالت؛ گاهی به جای این که بگویند» معادلهٌ (۰)۱ دو ريش 
نتیجه ۴. برای این که معادلهٌ درجه دوم دو ريشه برابر (يا یک ريشه 


مضاعف) داشته باشد باید داشته باشیم : 
۵ << م۴ سب ً 


در این صوزب ‏ هر یک از دو ربسه ب برابر 0 هی سود. 
۲ ۰ > ۴06 - و در این حالت داریم : 


تسیا ۸۱۳ 
و و 
۴ ۳0 


مجموع دو مقدار هم‌علامت؛ یا دقیق‌تر در حالت 


۴06-۲ ۳ 
در لب 


#/ ۴ 


۱۶۵ 


مجموع دو مقداری که یکی غیر منفی و دیگری مثبت است نمی‌تواند برابر 
صفر شود. 

نتیجه ۵. برای این که معادله درجه دوم ریشه‌های حقیقی نداشته باشد» 
لازم و کافی است که داشته باشیم: ه > ۴۵6 - آو. 

۳ ۰ < ۴۵6 - "0. در این حالت. عبارت سمت چپ برابری (۲) 


فابل تجزیه است: 


دک آو]/ / ۱ ۱۷/۲ 0 ۱ 
۵ ده یت ات 4 ۲ سس را د ۲ 
۳0 ۳0 ۳0 ۳0 
و یا 


]۷ - و - )- 4 وا - 
تست بت 9 ]| | سس بو 
ای ۳0 


یادداشت.. ۱) اگر در معادله (۱) ضریب جمله درجه اول» یعنی / 


عددی زوج باشدء دستور ۳( ساده‌تر می‌شود. فررضص کند ۲ ع . در این 


مه 


صو رت » دسوزر (۳) این طور نوشته می‌شود : 


06 - آ/ + را ۱۳ نت ۲ + ۲ - 


۳6 0 


مه و 
سر 


اپن دستور. که به دستور 6 مشهور است» کار محاسبه را در حالتی که ه 
عددی زوج باشد؛ ساده‌تر می‌کند. 

۲) سه جمله‌ای درجه دوم + و9 + 6 را در نظر بگیرید. بسیاز 
پیش می‌آید که از ریشه‌های این سه جمله‌ای یاد می‌شود. به یاد داشته باشید 
که منظور از ریشه‌های سه جمله‌ای 6 + 6 + "۰0 ریشه‌های معادله 
< عم 1 0 + 62۲ است. 

۳( دیدیم نوع ریشه‌های معادله درجه دوم (۰)۱ بستگی دارد به مقدار 
6 -- آو: 

_ به شرط ۰ ۴۵6 - "ان معادله دو ريشه حشیقی دارد ؛ 

_ به شرط » < ۴۵6 - "0 معادله دو ريشه برابر دارد؛ 

_ به شرط ۰ ۴6۰ - "0 معادله دو ريشه موهومی دارد. 

به این ترتیب» معادله درجه دوم» همیشه دو ريشه دارد» ولی این دو 
ریشه» ممکن است حقیقی و مختلف يا برابر و یا موهومی باشند. عادت 
کنید : هرگز نگویید معادلهٌ درجه دوم یک ريشه دارد» بگویید دو ريشة برابر یا 
یک ريشة مضاعف دارد؛ هرگز نگویید؛ معادلهٌ درجه دوم ريشه ندارد؛ بگویید 
ريشه حقیقی ندارد یا دو ريشهة موهومی دارد. 

6۵ "و را؛ که مُعرف وضم ریشه‌های معادلة درجه دوم است؛ ین 
آن گویند و اغلب؛ آن را؛ با حرف ۸ نشان می‌دهند : 


6 - و < ۸ 
۴) اگر در معادله درجه دوم (۰)۱ » و 6 با علامت‌های متفاوت باشند» 


۱۷ 


یعنی داشته باشیم: ه > ۰۸6 آن وقت معادلهٌ (۱)؛ دو ريشه حقیقی دارد؛ 
زیرا با منفی بودن ۰66 مقدار ۴6 - "0 مثبت می‌شود. 

ولی عکس این مطلب» هميشه درست نیست. یعنی ممکن است 4 و » 
هم علامت باشند و؛ در ضمن» معادله دو ريشه حقیقی داشته باشد. 

مثال ۱. این معادله را حل کنید: 


28 ۲۵ - ۵ 8 ۳۲ 


0 2 0 
قبل از همه باید توجه کنیم که » < ۵ و »۰ ع< ۰2 دو طرف برابری را؛ در 
7 ضرب می‌کنيم : 


۲ + ۵/۲6 6»( << ۵ 


< (6 - ۲]» د ۲۵۵ - آ 2 


چون ضریب ۰ عددی زوج است از دستور # استفاده می‌کنیم : 


ی 


۰ 
6 - ۲ < 4,۵۲ < 2۱ چ< (0 - 6) ط ‏ < 


مثال ۲. این معادله را حل کنید: 


۱ و ۱ 
اد ] 0 # 


با فرض ه و 0 + + 2 ه و ی ه ع< » و ه و نا دو طرف برابری 
را در عبارت (0 + » + 0:)2»ه ضرب می‌کنیم : 


وه > (۵ + + )0۵ +( + + )0 +( + +4 )0اه 


۱ ۸ 


ضرب‌ها را انجام می‌دهیم و ساده می‌کنیم » به این معادله درجه دوم می‌رسیم : 
» < (9 + م)ناه +2( +ه) + «(ا + 6) 


دو حالت در نظر می‌گیریم : ۱) » عو تا + ۸. دو طرف پرابری را بر ۵ + 6 


2 + )۵ + (2 + ۵ 9 


که با استفاده از دستور (۳) حل می‌شود: 


:۲( - ۵) < ۴۵۵ - (۵ + ه) - ۸۵ 


0- 2 2۱ کت این ۱9۳ 
ا- -<- ۲ ۲ 


۲ » < 0 + 6 یعنی 0- < 0. اگر 6- -< 6 را در معادلة صورت 
مساله قرار دهیم؛ به شرط صفر نبودن 4 و ۵ (که شرط مساله است)؛ به 
رابری 2 < 2 می‌رسیم که یک اتحاد است. در این حالت» هر عددی به 
جز » < 7 جواب معادله است. 

#مثال ۳. اين معادله درجه سوم را حل کنید : 


(۷) » < ۱ - و + ۲۵ 4 ۲(2۲ +4 ) - "9 
اين» یک معادله درجه سوم است و ما راه حل آن را نمی‌دانیم» به ویژه این 
که» همراه با پارامتر است. تجزیه عبارت سمت چپ برابری هم چندان ساده 
نیست. ولی» اگر به جای ۰2 پارامتر 7 را مجهول بگيريم و عبارت سمت 
چپ برابری را بر حسب 7 منظم کنیم» به معادله‌ای درجه دوم (نسبت به 


00( می‌رسیم . 
و < [۱ - :۲2 لد ی 5«( + و - ۲7 


۱۶۹ 


الیته » نه شرطی از این راه یه شجه می‌رسیم که هن این معادل مجذور 
کامل باشد. آز مایش می‌کنيم : 
(۱ - ۲۵ + ۲۷۵۲ - و)۴ - او < ۸ 
(۲ +4 ۲۵ - آو) ‏ ۴ +4 ۸۵ - ۸۵ + ۴۵ - اج 
(پرانتز را به توان برسانید و درستی نتیجه را آزمایش کنید.) اکنون می‌توانيم 
معادله را حل و 77 را بر حسب 7 پیدا کنیم : 


(۲ +۲۵ ه2) ط وه 
اک که 


111 
از این جا؛ دو جواب برای 77 به دست می‌آید : 
۱ نع یا 2-۱ 2 ۱70 
از اولی؛ به سادگی؛ یکی از ریشه‌های معادله درجه سوم بیدا می‌شود : 
۱ 1 7 7 3۲۱ 
دومی» نسبت به ۰2 یک معادله درجه دوم است : 
0 ۲ 
ود ۱-7 4 و -_ 3 
مبین این معادله را محاسبه می‌کنيم : 
۳ سس ۴۳7 < (1- ۱-۴۱ << ۸ 
ی ۱ 
اگر ‏ < 7 ان وقت ۰ < ۸۵ و 


۳ تس ۱/۲ مت ۱ ۳ ۱/۴۳ 4 ۱ 
ی سکس سس ۳ اد 


سح ی 
۲ ۲ ۱ 


۱۷ 


۳ ی 
اگر » < ۳ - ۰۴۰ یعنی چ < 70 آن وفت 
۱ 
تاد ۲ بل 
۱ ۳ ض ۴ 1 
اگر » > ۳ - ۲۱۲۱ یعنی ۴ > ۰17 ال وفت دو ریشه معادله درجه دوم 
موهومی است. 
۳ " ۴ 
پاسخ ۱) برای ۴ << 17 معادله («)) سه ريیشه حقیقی دارد : 
۱-۴۲-۳۴ ۳ب زد ن ۲ 
2 


مت ۱۰۰ ی و 5 و مب 
۲ ۳ 1 ۷ ۰ +4 ۱ 


3 
1 فا ۴ < ۱7۱ معادلهٌ (*)) دارای سه ريشه حقیقی است که دو 
تاي آن‌ها؛ با هم برابرند: 


۱ ۷ ۳ 9 
سح اد ابا ات اجه حح< جع . بح سس 
۱ ۴ وت 


۴ برای 1 > ۰17 معادلهٌ (*)۰ تنها یک ريشه حقیقی دارد : 
۱ + 7۲ << 2 
مثال ۴. مقدار 7 را طوری بیدا کنید که» یکی از ریشه‌های معادله 
ه ح ((1 - ۴ د ۶(۵ - 7) + ۵2۲ 1 1) 
7 چاباشد. سپس معادله را حل کنید. 
بیش :معادله: ناید ین عنادله ضبق کند. ِ 7 را در معادله قرار 
می‌دهیم : 


سا ۵ 1 ۲ 


۴ - و« چد ه سب جوز‎ ٩ 
0 ۲ بش 111 من‎ (70 


۱۷۱ 


اگر مقدار ٩‏ < 7 را در معادلة اصلی فرار دهیم. به اين معادله می‌رسیم : 
ه < ۵ - ۳2 4 ۱۴۵۲ 


که به پاری دستور مربوط به حل معادله درجه دوم به دست می‌آید : 


۱/٩ + ۰ ۱‏ 1 ۳ سس 


۲۸ ۲۸ حِ 
۵ تا ۱ 
مت ما و وت سس __- 7۱-2 
۷ ۲۸ تِِ ۲۸ 


مثال ۵. در معادله درجه دوم زیر مقدار ۲7 را طوری بیدا کنید که » یکی 
از ریشه‌های معادله برایر 111 باس : 


ه < ۳:۵ + ۳(۵ - ۲) - ۳(۵۲ + 0) 
باید  1<‏ #۲ در معادله صدق کند: 
» < ۳۱۶ + ((۳ - 0 - ۳(7 + 70) 
که از آن به معادلٌ » -- ۶:۰ + ۳۶۲ می‌رسیم. اين معادله دو ريشه دارد : 
۲ جح و و 0 < ۲۲۶ 
در حالت » << ۰77 معادلة درجه دوم اصلی به صورت 
0 ۳۸ 4 ۳۸۲ 


درمی‌آید که یکی از ریشه‌های آن برابر صفر است ؟ 
در حالت ۳۲ - <- 77 به معاذله 


اج اس و لو 


۱۷ 


8 رابطه‌هایی بین ضریب‌ها و ریشه‌ها 
۱ ریشه‌های معادله درجه دوم » < 6 + 02 + 2( و ۵) را 


می‌نویسیم : 
6 - ۰۷ + نا  -‏ 
۲0 5 
س ‏ 
و 
اگر دو ريشه را با هم جمع کنیم : 


2۱ + 1۲ 2 


0+۷۵ - 0-۷۵ ۲ _ ۶ 


۲0 ۲0 ۹/۱ 11 


یعی ‏ در هر معادله در حه دوم مجمو۳ دو ریسه رابر 2 است که قز آن 
ضریب اف تا ریسا 13 استگا» 
نین» اگر دو ريشه را در هم ضرب کنیم: 

6 - 9-۱ - ۴۵6 - + وا - 


۳ ۳0 


ححت ۲ ناه ۰ باه 
یعنی» در هر معادله درجه دوم حاصل ضرب ریشه‌ها» برابر 2 است که 
در آن» » ضریب ": و » مقدار ثایت معادله است. 

برابری‌های 


6 0 
<< 2۱۱ و -- <2 1۲ ۲ 1۱ 
0 0 


وش 


دو رابطه جالب را» بین ریشه‌ها و ضریب‌های معادله درجه دوم نشان می‌دهند 
که» برای بررسی معادلهٌ درجه دوم و حل مساله‌های مربوط به آن» بسیار 
اهمیت دارند. اين رابطه‌ها به نام دستورهای ویت معروف‌اند 

#فر انسوا ویت؛ که این دستورها به نم اوست؛ یکی از ریاضی‌دانان 
فرانسوی سده شانزدهم میلادی است. اوست که نوشتن عبارت‌های جپری به 
کمک حرف‌های الفبای لاتینی را در جبر (و به طور کلی» در ریاضیات) 
معمول کرد. واژ؛ «ضریب» را ویت به کار برد. او حقوق‌دان بود و به کارهای 
دولتی (در دربار فرانسه) مشغول بود. ولی از همه وقت آزاد خود» برای 
ریاضیات استفاده می‌کرد و. گاهی که یک موضوع تازه ریاضی ذهن او را 
مشغول می‌کرد» شب‌های متوالی نمی‌خوابید. دربارة دستورهای ویت؛ باید 
بگوییم که او به این دستورها نزدیک شده بود. او می‌دانست که برای معادله 


ه < ون + 2( ۵4) - آ 9 


دو ريشه 6 - هد و اعد +2 وجود دارد؛ ولی تت‌انست حالت کلی این 
دستورها را نتیجه بکرد. دلیل این مطلب را باید در آن‌جا جست‌وجو کرد که 
ویت؛ عددهای منفی را نبذیرفته بود و» بنابراین» به ریشه‌های منفی معادله‌ها 
توجهی نداشت. 

مثال ۶. در معادله درجه دوم 


م > (۱ + ۱0) - وه + ۴(۵۲ + 10) 


مقدار ۲۰ را طوری پیدا کنید که : 8 که عکس‌های دور ريشه آن» برابر 
۳ 
۲ باسد # ۲«( مجموع مجدورهای دو ریسه ؛ برابر ۵ سود. 


۱ مجموع عب های دو ريشه معادله را ۳ سس بارامتر ۰111 م‌حاسبه 


وف 


111 1 0 ۷۲ وت [ ۱ 
۱ 4 2۲۱ ۳ 6 ۳ 1 1۲ 1۱ 
اِ3 


بنابراین» طبق فرض مساله باید داشته باشیم : 


سس جد (([ چ 


۲ 111 
7 ۱ - 11 
جواب را آزمایش کنید! 

۲ مجموع مجذورهای دو ريشه را محاسبه می‌کنيم : 


۲ 
(۱ + ۲۲7 ۱ ۲71 ۱ 
۴ 1 ۱ ۴ - جر | ۲ (ج عب ج) ۷ ۳ 1 
۸ 1 ۱۵7 لد ۳ 5 ([۱ ِ ۳ ۳9 
)۴ ) ۲ ۳- 171 ۴(۳ + 0 
بتابراین 


۳۲ 1 ۱۰۱۰4۸ 


هم عد ۳۶ + ۱۵۱ آ وج ۵ - 5 
(۴ + 10) 


از آن‌جا به دست می‌اید : دوجو و ۱۲- د ون 

۲- < 7 را آزمایش می‌کنيم. اين آزمایش به این دلیل لازم است که 
معلوم شود آیا به ازای ۱۲-- < 977, معادله ما ریشه‌های حقیقی دارد یا نه! 
در حالت‌هایی که به معادله‌ای با ریشه‌های موهومی برخورد کنیم با آن که 
جواب درست است و دربارة ریشه‌های موهومی معادله صدق می‌کند؛ چون 


۱۷۵ 


این جا» به ازای ۱۳-- << ۰17 معادله درجه دوم ما حنین می‌شود: 


۸2۲ + ۱۲۶ - ۱۱ < » 


که چون »6 و 6 هم علامت نستند» دارای ریشه‌های حقیقی است: 


(0 
۳ 
۱ ۱۶ 3 ۱۶ 
ِِ ٩ + ۳۱+ ۷۱ ۷۱ 
9 ۱۶ ِ 9۰۰ 
۲ ۲ ۰ 

۵ ح< سس << م2 + 3 

۱ ۱۶ 


برای ۳- .17 خودتان آزمایش کنید. 

مثال ۷. اگر تفاضل دو ريشه در معادله درجه دوم 

0 2 ۵ + وج 4 ۲(۵ + ۳0۱) - 702 

برای واحد باشد مقدار :7 را پیدا کنید. 

بنا بر شرط مساله؛ باید داشته باسیم : ۱ د 1۲ - ۱ 

یک راه کلی» برای حل این گونه مساله‌ها؛ این است که. به یاری برابری 

۱ 0 ۱ 
شرط,(در این‌جا ۱ < 2۷ - 2۱) و برابری << ع< 3:۲ ۰۳ 2:۱ قدرهي 
۱ و 7۲ را بر حسب 77 محاسبه کنیم و؛ سبس با قرار دادن اآن‌ها» در 


ِِ سم 0 1 » 
برابری دوم ویت» یعنی م < 2۱2۷۲ مقدار 77 را به دست آوریم: 


۵ 


1۳۱ - 0 


مفض 


۱ 4 2 ۷ +4 ۲7۲ ۵ 1+ 1۲7 
سس ._چ 2۱2۲ 


۵ + 172 
ب - 
111 111 111 2 


7۱ج ه ع (۱-) ۰ ۲۱ - وم چ 


و به ازای ۱ < 7 به معادلهةٌ ه < ۶ + ۵2 - "2 می‌رسیم که دو ريشهة 


حقیقی دارد (۲ و ۳) و تفاضل این دو ريشه برابر واحد است. 


8 تشکیل معادله درجه دوم 


معادله درجه دوم هو < ع + ود + آ و6 را می‌توان» به ترتیب» این طور 


نوشت : 
کی ۱ 
اّ 0 
۱ / 
2 +ه | ) - اه ( 
3 از 1) 


و 2 ۷ ۳۱ د ۳۲ سل ۳3 ِ #7 (۳ 


و اگر» آن طور که معمول است؛ مجموع دو ريشه را با ۵ و حاصل ضرب 
آن‌ها را با" نشان دهیم (6 < بت + ۱ و ۲] < 2:۸6 آن وقت معادله 


درجه دوم به این صورت درمی‌آید : 


۳ این ») دستوری ات برای تشکیل معادله درجهُ دوم» وفتی که مجموع و 
حاصل ضرب ریشه‌های آن را در اختیار داشته باشیم. 
مثال ۰۸ معادلٌ درجه دومی بنویسید که یکی از ریشه‌های آن برابر م - 


هر هت تج ۲ 
و ريشه دیگر آن برابر چم باشد. 


۱۷۷ 


و و حاصل ضرب دو ريشه (۵ و ) را به دست می‌آوریم : 


وا ع پچ رو س ٩‏ 
3 ۷ 2 ۲ ت الا << ۱ 
۸ ۲ ۲ ۱ 

و و 


۶-۸ + ۳۵۸۲ جح ِ 1 
۵ << با/ سس نیا ۱ ۳ ۵ 23 میت اس سس ۹ 
۵ . ۳ * 


مثال ۹ اگر 0 2 ِ و 0 _ ریشه‌های یک معادله در حه دوم باشند» 


به ترتیب داریم : 


وف ی وی دم 


1 5 ۲۲ 7 0 2 4 مج ح ط 
اب هم قح ۸ 
0 4 ِِ «. 


و معادله درچه دو) مورد نظر به دست هر این 


۲ ۲ ۲ ۲ 

۳ ۱ ۱ وا -- ۱ وا 

۵ 2۵-0( اد )وان جد ه < و 
1 0 


٩‏ تجزیه سه جمله‌ای درجه دوم 
سه جمله‌ای 6 + 0 + 0 یک سه جمله‌ای درجه دوّم است و همان 
طور که پیش از این هم گفتیم» هر زمان که از ریشه‌های این سه جمله‌ای 


۱۷۸ 


باد می‌کنيم ) منظور ریشه‌های معادلة » < عم ور سل 7۳9 اقا این سه 
جمله‌ای را می‌توان این طور نوشت : 


۵6 | 4 + 2 ۰ - 
۱ 0 0 


(در سه جمله‌ای درجه دوم هم فرض بر این است که 4 برابر صفر نیست). 
با توجه به آن‌چه در ۱8 همین بخش گفته شد: 


۱ِ( در حالت ه ۴06 - ها ت ۸۱ برای سه جمله‌ای در حه دوع نید 


۱ ۲ 

( 2 - )6 (ج + ۵ <ع + 9 + ده 
۳0 
( که در آن» و ناد 6 مقدار ریشه مضاعفیب سه‌جمله‌ای استت )1 یعمی ‏ در حالتی 
که سه جمله‌ای دارای دو ريش برابر (يا به زبان دیگر» دارای یک ريش 
مضاعف) باشد» می‌توان آن را به صورت مجذور یک دو جمله‌ای نوشت. 

ممکن است بپرسید با ضریب » چه کنیم؟ در واقع» وقتی می‌گویيم؛ 
عبارتی که دارای متغیر 2 است؛ به صورت یک مجذور کامل درمی‌آید 
منظور) وحود مجلذور کامل سست به متعیر ) یی اسیتا ولو این که 
ضریب‌ها عددهایی کنگ باشند. در این جا هم می‌توان نوشت: 


1 6 
( یب وی ] مد ول 3 اج 
۶( < ۵), ی + »| » + 9 + آون 


۲ ۱ 
( ۵ | +ه «) - ده + با + اه 


۲( در حالت ۰ > ۴۵66 -- 0 سا عارت درجه دوم به صورت 


را ۳8 ۳ / 
۳ ۴۰ ۱ ۳0 ۳ 


۱ ۳ 
۵ ع< ع + و + 2 


۱۷۹ 


در می‌آید و؛ چون مقدار داخل کروشه. مقداری مثبت است؛ سه جمله‌ای 


درجه دوم قابل تجزیه به ضرب عامل‌های خطی نیست. 
۳( در حالت و << ۳)/6 سس 2 له یه جمله‌ای در حه دوم » به 


صورت 
(2۷ - 2۱()2 - هه ده + ها + 62 
تجزیه می‌شود که در آن ۱ و ۰۲ ریشه‌های سه‌جمله‌ای‌اند: 
مثال ۰۱۶ این عبارت را؛ به صورت ضرب دو عامل درجه اول (نسبت 


اه + ۵( "9 + ») - ۵( 9 - 6) - ۸۷ 


عبارت را پرابر صفر قرار می‌دهیم و ریشه‌های آن را محاسبه می‌کنیم. مبین 
عبارت چنین است : 
(0۲ - ۴۵۵/6۲ - ۳( + آه)< ۸۵ 
"۵ + ۴0 + ۲۸۲۵۲ ۴۵6۵4 - ۲ < 
م۴ ۴۵۳۵4 - ۴۵۲۵۲ +(۵۳ + ۲۵9۲ ه) -< 
(0۲ - ۲)۲۵۵()۵۲ - ۲۵۵(۲) + ( 9 - (ه) < 


< )6 - 9 - ۲۵۵( 


و ریشه‌های سه جمله‌ای» عددهایی حقیقی‌اند : 


۱ ۸0 


بهتر است ضریب ۵ - "ه را به صورت (9 - 60)( + 0) در نظر بگیریم» 
عامل 0 + 6 را در پرانتز اول و عامل ۵ - ۵ را در پرانتز دوم ضرب کنیم : 


۸  ])» + ۵(« - ه)][ه‎ - 0(« - ۵ 


۵ . را۵ حل‌های تاریخی معادله در چه دوم 
بیش از این هم گفته‌ايم که نخستین کتاب جبر را «خوارزمی» (محمد فرزند 
موسا) نوشت مردی که به فول جرج سارتون؛ یکی از کوشندگان راه تاریخ 
دانش» «بزرگترین ریاضی‌دان زمان خود و اگر همه جنبه‌ها را در نظر 
بگیریم» یکی از بزرکترین ریاضی‌دانان همه دوران‌ها» بود. 

خوارزمی (که گاه عنوان «مجوسی» را هم به دنبال نام او می‌آورند) 
از نمادهای امروزی - مثل + (برای جمع)» -(برای تفریق)» <(برای 
برابری) » (به جای عدد)» 2 (به جای مجهول)» ... - اسنفاده نمی‌کرد. 
او: مساله‌ها و راه حل‌های آن‌ها را» به صورت توصیفی و با بیان جمله‌ای 
می‌نوشت. عددهای منفی را نمی‌شناخت و تنها به ريشة مثبت معادله 
توجه داشت؛ گاهی برای حل یک مساله» از شکل هندسی استفاده می‌کرد» 
معادله‌های درجه دوم را طوری مطرح می‌کرد که ضریب ّ برابر واحد و 
بقیة ضریب‌ها مثبت باشند؛ در ضمن, برای معادله» جوابی مثبت وجود داشته 
باقن 

با همه این‌ها» خوارزمی» نخستین گام اساسی را در پدید آوردن جبر 
برداشت و راه را برای بیشرفت‌های بعدی آن. گشود. 

خوارزمی در آن‌جاها که از راه حل جبری استفاده می‌کند» خود را» بی کم 
و کاست: به همان دستوری می‌رساند که امروز برای حل معادله درجه دوم به 
کار می‌بریم و ريش مثبت معادله را به دست می‌آورد. توجه کنید» خوارزمی 
نزدیک به هزار و صد سال پیش می‌زیسته است. یکی از مساله‌های خوارزمی 


۱۸ 


را که هر یه معادله در حه در( می‌شود» به زبان امروزی می‌آوريم. 

مسا خوارزمی. یک درم را بین چند مرد تقسیم کردیم» ولی چون یک 
مرد به آن‌ها افزوده شد تقسیم را دوباره» بین همه مردها؛ انجام دادیم. معلوم 
۱ ۱ 
سك 4 بر سیم دوم به شر مرد درم کمتر از تقسیم اول رسیده است. در 
اغاز > چند مرد بوده است؟ 

مساله خوارزهی به زبان امروز؛ منچر به حل این معادله می‌ شود : 

۱ ۱ ۱ 


۲ 2 1 (۱) 


(:3 راء تعداد مردان» در آغاز کار گرفته‌ایم). خوارزمی بعد از اندکی توضیح؛ 
می‌گوید معنای مساله این است که باید مجذور تعداد مردان به اضافه تعداد 
را از بسن ببریم که در این صوربت )» ره این معادله هی رسیم . 


۶ < و + و 


بعد» خوارزمی می‌گوید: ضریب 7 را نصف کن و. سپس مجذور این 
نصف را با ۶ جمع کن 


تن ِ 
۲ ۰ ۲ ۲ 


اگر ضریب *# را ۷ و مقدار ثابت را» وفتی به سمت چپ برابری آورده‌ايی 
برابر > بگیریم (۱ < ه و ۶- < 6 این عمل خوارزمی به معنای 


 - 6‏ را 0 0 ۱ 
هم ساسا حدم - [ت 


استسگا: سیس» خوارزهی می‌گوید؛ از این عدد که به دست آورده‌ای» یعنی 
هر ی ۲ ۳ ۱ 1 
از --» جذر بگیر (خوارزمی تنها جواب مثبت را در نظر می‌گیرد) می‌شود 


۱۸۳۳ 


ِ 6 - ها ت 9 
7 ؛ پا هم ارز ان ۲ . بعد» نصف ضریب ۰ یعنی ‏ را از ان کم 


کر ب ‌ ت یعنی ۲. اين» همان تعداد مردان است. عمل آخر خوارزمی » 


جواب را به زبان امروز اين طور می‌دهد : 


 - + ۰/9۲ - 6‏ ۴6۵ - او وت 
رح ۲ ۲ 


و اين» همان دستور حل معادلهٌ درجه دوم است برای معادله 
و دم دج دا 


می‌بینید که خوارزمی با اندک کمبودی» با دستور حل معادلهٌ درجه دوم» آشنا 
ت_ ایا : 

مساله دیگری از خوارزمی. خوارزمی مساله‌ای می‌آورد که به معنای حل 
این معادله دراه دوم متا : 


۲۲ 4+ ۱۰۲ << ۹ 


برای حل این معادله» راه حلی را که خوارزمی با یاری گرفتن از هندسه آورده 
امش می‌آوریم. 

فرض می‌کنيم» مساله را حل کرده‌ايم و مقدار 2 برابر طول پاره‌خط 
رات 4۳ شده است. بتابراین "5 برابر مساحت مربع (1 ۸120 (مربع به 
ضلم ۸) است. ضلم‌های مجاور راس ) از مربع را به اندازه ۵ ادامه 
می‌دهیم و مربع ۸/۷۸ را می‌سازيم (شکل ۵۵). در اين مربع» دو 
مستطیل» هر یک با مساحت ۵ و دو مربع» یکی با مساحت و دیگری 
با مساحت ۲۵ وجود دارد. پس مساحت آن برابر است با 


2۲ 1 ۵ +1 ۵ 


۱۸۳ 


شکل ۵۵ 


ولی ؛ بنا بر صورت مسأله داریم : ۳۹ ۱۰7+ 2۲. درنتیجه مساحت مریم 
۸ برابر ۲۵ + ۰۳۹ یعنی ۶۴ و طول ضلم آن. برابر ۸ می‌شود: 
۸ < |/۸/1] و بنابراین 
۳ 2 ۸-۵ 2 ۱۸۳۱ 2 ۲ 

خیام هم نزدیک به سیصد سال بعد» همین مساله را» باز هم با یاری 
گرفتن از مساحت مرب‌ها و مستطیل‌ها حل می‌کند. راه حل خیام» با اندکی 
تفاوت» همان راه حل خوارزمی است. 

خیام همه ضلم‌های مرب ( )۸ را (که به طول 2 فرض کرده است)؛ 
از سمت بیرون. به اندازه ادامه می‌دهد و مربع (۲6 ۸۷۸۷ را می‌سازد 
(شکل ۵۶). مربع ۳۵ ۰۱/۷ شامل یک مربع مرکزی به مساحت :9 
چهار مستطیل کناری هر یک به مساحت 22 و چهار مریع گوشه‌ای؛ هر یک 


به مساحث 3 است؟ بنابراین مساحت کل آن؛ برابر 
َ ۳۵ ۵ ۲ 
۲۸۵ 4 ۱:۲ 1 له ۱۰ ۲ ۳ 1 


۱۸۰۴ 


شکل ۵۶ 


می‌شود که اگر به جای ۱۰۵ + "۰75 مقدارش ۳۹ را قرار دهیم» مساحت 
مرب 7۵ 1/۷ برابر ۶۴ و طول ضلم آن برابر ۸ و در نتیجه» طول ضلع 
مربع (] )و ۸ یعنی مقدار ۰27 برابر 


۱ بت 
ار 
۱ ۲ 
خواهد شد: ۲ < :3. 
روش و یب برای حل معاد له در جه دوع . یت معادله ذر حه دوم را یه 
صو رت 
)۱( » < و + 2 + 2 
در نظر می‌گیرد که الیته» جیزی از کلی بودن معادله درجه دوم » کم نمی‌کند» 
هو <ع + 0 1 6 


بر » (که مخالف صفر است) و با فرض 


۱ ۸ ۵ 


همان معادله (۱) به دست می‌آید. 
ویت» در آغاز فرض می‌کند : 


(۲( 4 1 < ۲ 
و به جای 2 در معادله قرار می‌دهد: 
» > و +( +0 + (۷ +)) 
که اگر آن واه بر حسب مجهول ۶ منظم کنیم» چنین می‌شود: 
,۳( » > (و + بام + آبه) +4 (م +۲۸) + ۲ 


اکنون اگر ۶- < ۷ یعنی در واقع عا - / << 2 در نظر گرفته شود معادلة 
(۳)» چنین می‌شود: 


۳ ۲ 


(ویت؛ جواب‌های منفی را به حسابت نمی‌آورد) . از آن‌جا 


9 حل نموداری معادلة درجه دوم 
نه باری رسجم نمودارها؛ می‌توان» به تقریب ریشه‌های معادله درجه دوم را یه 
دست آورد. با مثال» روش کار را روشن مي‌کنيم. 

مثال ۰۱۱ معادله » < ۱ - 2 + "2 را به کمک رسم نمودار» حل 


۱۸۶ 


شکل ۵۷. جدول نمودار ۱- ۶ + اند < / 


اگر فرض کنیم 
)۱( : 


آن وفت ) ریشه‌های معادله ما طول نقطه‌های بر حورد نمودار ۱( یا حط 


راست ۰  <‏ (یعنی محور 22) است. برای (۱) داریم: 


۵ ۷ اه ۱ ۱ ۲ بت 
کس رز اس ۳ ۶ | ۲۳۳ 


۵ ۰ وا ۲ # ۵ ۱ - بیس ۱ و 
یعی ۴ 7 < 7 و نمودار در نقطه [- +-) به پایین‌ترین نقطه خود 


هی رسك. 
حدول مقدارهای 8/ مق ) را برای )۱( تشکیل می‌دهیم و سیس 4 نمودار 


روی نمودار دیده می‌شود که منحنی» در نقطه‌های ۸ و ۰۶ محور طول 
را قطم کرده است. عرض هر یک از این دو نقطه لیر هی ابا یتابراین ) 


۱۸۷ 


ریشه‌های معادله ماء برابرند با طول‌های این دو نقطه : 
پر << 7۲ و 2 < ال ج< ه ۱ وود و 
اول به , 2 می‌بردازیم. ,۰2 مقداری است بین ۰ و ۱ 
:9 


این مطلب در حدول هم ره روشنی دیده می‌شود. اگر ۵ حد رآ 4 آن وقت 
۱- -<- ؛ نقطه (۱-,ه) در روی نمودار» بایین ۵ اسشت؛ اگر ۱ د 2 
آن وقت ۱ << ۷+ نقطهٌ (۱,۱) در روی نمودار بالای 7 است. نمودار 
برای رسیدن از نقطه (۱- ,ه) به نقطه (۱ ,۰)۱۰ باید از محور 73 بگذرد؛ 
به زبان دیگرء مقدار ۰۷ برای رسیدن از ۱- به ۱ باید از صفر بگذرد» یعنی 

با همین استدلال؛ می‌توانيم مقدار م7 را دفیق‌تر کنیم. در معادلهٌ (۱) 
داریم ؛ 


ار 2 ها زر ۵ 2 3 


1/ < - ۰۸ ۲۳ 


0۸۷ سس ویر 
۸٩‏ 1 


1 3 


۰۲۵ - - 1 
آن‌جا که ۰3 از ۶ ۰۸ به ۰۸۷ می‌رود؛ مقدار # از منفی به مثبت تغییر علامت 
می‌دهد. و این ؛ به معنای آن است که ۰2 عددی پین ۶ ۰۸ و ۰/۷ است. 


وج ۰۸۷ > 2۱ > ۰/۴ 


به همین ترتیب؛ می‌توان رقم دوم بعد از ممیز را برای 2۱ پیدا کرد. آزمایش 


#۲ ۲ | ۱ << ۳ و ره - ه | 


۲۴ م۰۸ <- /۱ ۱ ۹ ,۰- <- / < 7 


۱ ۸۸ 


ال وخ ارو و ۶ رح 


این روند را تا هر جا که بخواهيم می‌توان ادامه داد و» مقدار 2۱ را با 
هر دقتی (یعنی تا هر چند رقم دهدهی) پیدا کرد. وجود ماشین‌های حساب؛ 
می‌تواند کار محاسبه را با سرعت و دفت انجام دهد و مقدار تقریبی ریشه 
را؛ با هر دقتی معین کند. 

اگر برای و هم با همین روش جلو برویم به اين نتیجه‌ها می‌رسیم 


( ۷ > ۲ > ۱/۶۱۸۶ هب به ۱۸۷سا نت ه بو عه ۷ 


و بنابراین ۱ ۸ تجح ۲ 1 . 
یادداشت. مساله را به گونة دیگری هم می‌توانستیم حل کنیم. این دو 
معادله را در نظر بگیرید: 


۷ -<- 21,۷ < - (۱ )۲( 


طول‌های نقطه‌های برخورد نمودارهای این دو معادله» همان ریشه‌های معادله 
نج ۱ - و 4 2۲ است. 

در شکل ۰۵۸ نمودارهای (۲) داده شده‌اند که در نقطه‌های ۸ و ۲ 
یکدیگر را قطع می‌کنند و» روی شکل دیده می‌شود که 


هه ور ه اد و۱ هم > ۵ 


برای دفیق‌تر کردن مقدار ریشه‌هاء» می‌توان شبیه حالت قبل» با اندکی تفاوت 
در استدلال» عمل کرد. 


۱ ۸٩۹ 


و تا ات ۲ب 


#س- 
۱ 


شکل ۵۸ 


تمرین‌ها 
۲ شثابت کنید عبارت ۲-۳۸۵ + ۵2۲ ,۰-۰ به ازای هر مقداری 


از ۰1 برابر یک مقدار منفی می‌شود. 
۳ این معادله‌ها را حل کنید : 

۱( 2۲ - ۵4 ۶ 9: ۲( ۳2۲ + ۱۴۸-۵ < 

۳( ۲2۲-۸٩۲ < آه‎ ۰ 


2-۱ + ۶2۲ - ۸۲۱ ۲ - آ و (۴ 


۴ این معادله‌ها را حل کنید: 


۵ ۲۳ 4 1-۱ 2 ۲ ۳ 
0 ۱ اس بت ]۱ 
۶ ۱۱ و 
۱ 
1 
م۲ ۷۰۰ ۲2 ۸ ۲2 
ِ ۳ _ ۳ 
> ۳ ی (۴ ۳ ۱ -- ۲۰ 7 ۱ 


و۱۹ 


۱( )2۲ - ۵: + ۲( - ۴)۵ - ۵2 + ۲( 2 ۶ 
۲( 2" + ۲۵ < ۶۵۲: 

۳( ) + ۱(۲ +۳۶ < ۱۳)۵ + ۱(: 

۴( )» - ۵(۲ + ۴ < ۵) - ۵( 

2۸ (۱ - ع) + (۱ + ع) (۵« 

۶( )» + ۱(۳ - )-۲( < ۲۳ 


۶ این معادله‌ها را حل کتید: 


۴ < (۳ + ۲()۰ + ۱()۵ + )2 (۱ 
۷۶ ح ۱۳۹ + ۲(۲ + ») (۲ 

۰ 2 ۷+ (۵ ۲۰+ ۳()۲ + ۲۰+ آه) (۳ 

: ( +0 +ه) ع 0 + کم + "و (۴ 

۵( )- ۲()۵ +۱()۵ + ۶()2 + ٩( + ۱۰۸ 2 ۰ 


۷ هر یک از اين معادله‌ها را حل کنید ؛ 


۰۱ < ۱۳۷۴ + ۱۳۷۵۵ - آوو (۱ 
< ۱ - ۱۳۷۴ - ۱۳۷۵۵۲ (۲ 

۳( ۵۳۲ - ۴۷۵-۶ < ۰ 

۸( ۲۳ اج - (۱ - ۳2 + ع) (۴ 


۳۲ 
۲ 
باسحت (آ ۲ سب 


"هچ و + ۱ 


۱۹ 


۸ این معادلةٌ بارامتری درجه دوم داده شده است: 
0 ۱ - 0 4 ۱(۵ - ۲۰) - ۱(«۲ + 7) 


به ازای چه مقداری از «7: 
۱ یکی از ریشه‌های این معادله برابر ۱- می‌شود» 
۲ یکی از ریشه‌های معادله» برابر نس است؛ 
۳ یکی از ریشه‌های معادله برابر صفر است؛ 
۴سادله دلرای دو ویشة فرینة یکذیگر است؟ 
۵ معادله دارای دو ريشه عکس یکدیگر است؛ 
۶ معادله دارای دو ريشه برابر است؛ 
در هر حالت؛ ریشه‌های معادله را پیدا کنید. 
9۹ ۱) ۰ و 0 دو ریش معادلهٌ ه -<- ۱۵ + ۸ - 2:۲ هستند. 


بدون این که معادله را حل کنید» مقدار عبارت زیر را پیدا کنید : 


۷۵, - ۵60 + ۷80 


سس ۸ 
۲۳ + ۳۵۵۲ + ۳۵۲۵ + ۵ 


۲"( بدون حل معادله » < ۲۰ + ٩2‏ - و مجموع توان‌های سوم و 
مجموع توان‌های چهارم ریشه‌های آن را پیدا کنید. 

# هه ۲ . در معادلهٌ » < 6 +4 ۵2+ ۰2۲ مقدارهای ۵ و ۵ را طوری 
بیدا کنید که ریشه‌های معادله برابر 4 و ۵ باشند. 

۱ معادلهٌ درجه دومی تشکیل دهید که : 

۱) دو ريشة آن؛ بر ۳- و ج باشند؛ 

۲) دو ريشة آن برابر ۵ + 6 و نا - 4 باشند؛ 

۳) ریشه‌هایی برابر ۱ + و ۱ - 2 داشته باشد. 


اِ# 


۱۹ 


۴ ۲ . در معادله در هد در 
)۱( » < ۲ - و + ۳(۵ - ) - و 


مقدار پارامتر 171 را طوری پیدا کنید که: 

1 معادله دارای دو ريشة برابر باشد؛ 

۲) مجموع مجذورهای دو ريشة معادله برابر ۱۳ شود؛ 

۳ مجموع عکس‌های دو ریشه. برابر ب باشد ؛ 

۲ یکی از ریشه‌های معادله» یک واحد از ريشة دیگر آن؛ بیشتر باشد؛ 

۵ مجموع یک ریشه با دو برابر ريشة دیگر برابر ۷ شود؛ 

۶ یکی از ریشه‌های آن؛ برابر 777 باشد. 

۶ معادله درجه دومی تشکیل دهید که: 

۱ ریشه‌های آن سه برابر ریشه‌های معادله » - ۱۰ - ٩۲ - ٩‏ 
باشند ؛ 

۲) ریشه‌های آن؛ 7 برابر ریشه‌های معادلهٌ » - ی + ۵2 + 635۲ 
باشند ؛ 

۳ ریشه‌های آن» یک واحد از ریشه‌های معادله » < ۵ + ج -- او 
یتفر باشند. 


۴ این عبارت‌ها را به ضرب عامل‌ها تجزیه کنید : 


:۲ - آه + و۲۵ - ۲ (۲ ۷۰+ ۲۵۲-۲۴۵ (۱ 


۱ 
+ ۱(۵ + و - آتقعر (۳ 
۲- (۵ + ۴)۵۲ + "(ه + ه) ( 


۲ + (۴ + ت + ۸/۵۲ + ۴(۲ ده + 2۲) (۵* 


۳ 


جد 6 ۲ . 1۱11 را طوری بیدا کنید که دو معادله زیر » دارای یک ريشه 


۱۹ 


مشترک باشند : 
هد ٩+۷‏ + ۶۵ - آیو و ه < ٩+۶‏ ۲۵ + ۳۵ - "2 


۶ مطلوب است مکان هندسی نقطهٌ (2,4) در صفحه به شرطی 
که بدانیم معادله ه ح + ۲۲ ۳۳ دارای دو ريشه 0۱ ٩‏ 1۲ است ؛ 


به نحوی که ۲ < 2۲ + 2:۱. 
۷*۶ به ازای جه مقداری از ۰6 هر دو ريشه معادله 


۱ ۲ 
و ست ۳ - مات ات 3 


عددهایی درست‌اند؟ 
۸ به ازای چه مقدار 17» مجموع مجذورهای دو ريشه معادله 


2 - )۲(( 4 ۳(۵ 4 7 - ۱ < » 


* . در معادله درجه دوم 
ه < ی + 0 + 001 


عددهای 4 و ا و ۰6 یک رقمی و غیر منفی‌اند. 6 عددی اول است. 
ثابت کنید» این معادله نمی‌تواند ريشه گویا داشته باشد. 

۰۶ ثابت کنید» نمی‌توان یک جند ضلعی محدب یدا کرد که 
درست ۱۳۷۵ قطر داشته باشد. 

۶ عددهای طبیعی » و 6۵ چنان‌اند که مجموع 


| ۵ ۱ ی 


۱۴ 


عددی درست است. ابت کنید» هر یک از این دو کسر؛ عددی درست 


ایسته. 

+ این معادله را حل کنید: 

8 << ۱ ۶)۱-۶۸۲(۲ 

۴( ۲ و 1 ریشه‌های معادله در حه دوم 8ج با بو -- آ لو 
فستند.ثایت کنید: » < 8۳ آه + 8 + 0. 

*. می‌دانیم عددهای 6 وه و ق/۷ + ۰/6 گویا هستند. ثابت 
کنید» 6/ و ۷/6 هم عددهایی گویا هستند. 

۵. ریشه‌های معادلهٌ » < ۱ + ۳2 - 21 را ۵ و 0 می‌ناميم. 


*۶. این معادله را حل کنید. 
9 پا ده و۲ بر 
*۷. این دستگاه را حل کنید : 


۳ - ها  <-‏ ۱ 
۳ - ۳۲ ع< ره ۱ 


۱۹۵ 


: 1 نابر ابری 
نابرابری» برای نشان دادن رابطةٌ بین دو عدد یا دو مقداری است که با هم 
برابر نباشند. نابرابری را» نامساوی هم می‌گویند. 

ساده‌ترین نماد» برای نشان دادن تابرابری دو مقدار» نماد ۶ است. وقتی 
می‌نویسیم 0 3 ۰6 به معنای آن است که «6 با ۵ برابر نیست». به عنوان 
مثال» می‌توان نوشت : 


,۴ - 6 و ۱+ ۵۲ ,۲- عد ۵ 


نماد <» مشخص نمی‌کند» کدام یک از دو مقدار» کوچکتر است. برای این 
که گر ۳ بودن اب از ۵ را نشان دهند از نماد > استماده می‌کنند : 


-۲ > ۵, -۳ ۶ ۵۲ 4۱ 


اگر نماد > را در جهت عکس خود در نظر بگيريم معنای «بزرگتر» را 
مي دهد . 
۱ - ۵ < ۱ د ۲.6 < ۵ 


۱۹۶ 


کاهی؛ برای مشخص کردن ردیف عددها پا مقدارها» به ترتیب از (کم) به 

«زیاد» (يا به زبان ریاضی. به ردیف صعودی). از چند بار نماد > استفاده 
6 > ۷0 > »6 

یعنی» در بین سه عدد یا سه مقدار ۰6 6 و ۰6 عدد پا مقدار » از همه 

کوچکتر و عدد یا مقدار » از همه بزرگتر است که آن را» به این صورت هم 
0 < 0 <ع 

در این شکل نوشتن» عددها یا مقدارها را» از زیاد به کم (به زبان ریاضیء 


به ردیف نزولی) نوشته‌ایم. 
ك‌ 


می‌خواهید یک دفترچهٌ ۲۰۰ برگ بخرید. بهای دفترچه ۴۵۰ تومان 
است و شما » تومان دارد. » جقدر باشد تا بتوانید دفترچه مورد نیاز خود 
را بخرید؟ 

روشن است؛ اگر 6. از ۴۵۰ تومان کمتر باشد. نمی‌توانید به فکر خرید 
دفترچه بیفتید. » باید» دست کم ۴۵۰ تومان باشد. البته» اگر ۰6 بیشتر از 
بهای دفترچه باشد» مشکلی برای شما پیش نمی‌اید. بنابراین باید ۵ بیشتر 
يا برابر ۴۵۰ باشد (یا ساده‌تر» 6 از ۴۵۰ کمتر نباشد). این مطلب را؛ این 
طور می‌نویسند: 

)» << ۰ 


و می‌خوانند: » بزرگتر یا برابر ۴۵۰. 
نمادهای > و < هم نمادهای نابرابری هستند. به اين ترتیب» پنج 
اف پرای نشان دادن تابرایری ده عدد یا در مفدار وجود دارد : 


۱۹۷ 


۱ >3؛ نماد «برابر نیست» يا «مخالف است»؛ 

۲ > نماد «کوچکتر است» ؛ 

۳ <؛ نماد «بزرکتر است»؛ 

۴ > نماد «‌کوچکتر با برابر است»» یا بزرگتر نیست»؟ 

۵ <» نماد بزرگتر یا برابر است»» یا «کوچکتر نیست». 

#نمادهای > و < را» برای نخستین بار» توماس هاریوت. ریاضی‌دان 
انگلیسی (۱۶۲۱-۱۵۶۰ میلادی) در کتاب خود به نام «هنر تحلیل کردن» 
به کار برد. این کتاب در سال ۱۶۳۱ میلادی (ده سال بعد از مرگ نويسندة 
آن) چاپ شد و از همان زمان» در ادب ریاضی معمول شد. 


8 ویرژگی‌های نابرابری 
از اين به بعد. هر جا از نابراببی صحبت کنیم؛ منظورمان چهار حالت آخر 
نابرابری (یعنی > یا < پا > یا <2) است. 

نابرابری» در بسیاری از ویژگی‌های خود» شبیه برابری است : 

۱) به دو طرف یک نابرابری» می‌توان عددی اضافه کرد» يا از دو طرف 
آن عددی کم کرد: 

اگر 9 > ». آن وقت 6 +04 > + یاه -0>9 --»6 

۲) دو طرف نابرابری را می‌توان در عددی مثبت ضرب و پا پر عددی 
مثبت تقسیم کرد: 

اگر ۵ > ه و » < آن وفت 96 > هه و 2 > ۴ 

۳) ولی اگر دو طرف نابرابری را در عددی منفی ضرب یا بر عددی منفی 
تقسیم کنیم» جهت نابرابری تغییر می‌کند : 

اگر .> » و » > 6. آن وقت ۵6 < مه رد 3 مثلاً اگر 


۳" 
دو طرف تابرابری ۱ > چب را در ۴ - ضرب کنیم» به صورت نابرابری 


۱۹۸ 


۴- < ۲ درمی‌آید؛ 

۴ دو طرف نابرابری را نمی‌توان در صفر ضرب يا بر صفر تقسیم کرد؛ 

۵) اگر 0 > » و 0 > 6. آن وفت ‏ + > + »۵+ یعنی اگر دو 
نابرابری هم جهت باشند» می‌توان آن‌ها راء جمله به جمله با هم جمع کرد؛ 

۶ اگر »۰ ۰ و عددهایی مثبت باشند و؛ در ضمن 6 > 6 و 
> 6. آن وقت ۷ > ٩66‏ 

۷ دو طرف نابرابری را می‌توان مکعب کرد (به توان ۳ رساند)» یا از دو 
طرف برابری کعب (یعنی ريشة سوم) گرفت. 

اگر ۵ > » آن وقت "9 > ه و ۷۵ > ۱۰/۵ 

۸ اگر » و *. مقدارهایی مثبت باشند و» در ضمن 0 > ». آن وقت 
9 > » و ۷۸ > »/ یعنی به شرطی می‌توان دو طرف نابرابری را 
مجذور کرد یا از دو طرف نابرابری ريش دوم گرفت که مقدارهای هر دو 
طرف نابرابری» مثبت باشند. 

٩8‏ روشن است که. اگر عددی با جمله‌ای را از یک طرف نابرابری به 
طرف دیگر ببریم» علامت آن عوض می‌شود: ۱ 

اگر ۲ +۵ > 0-۱ آن وقت ۲+۱ +0 > یا 4+۳ > یا 
۳ >> - 4. 

با استفاده از همین ویژگی‌های نابرابری» می‌توان مساله‌های مربوط به آن 
را تحل کرد. 

مثال ۰۱ می‌دانيم ۵ ع< ». آیا "0 عد 0. 

روشن است» اگر (۵| < |ه؛ آن وقت ۵۳ کچ "۰۵ ولی اگر ۵ و با 
علامت‌های مختلف باشند. ولی قدر مطلقی برابر داشته باشند آن وقت از 
ناپرابری ] # ۵ نتیجه می‌شود 0۲ < ۲»؛ از ۴ ۶ ۰-۴ به دست می‌آید : 
۶ -- ۱۶. 


۱۹۹ 


م ۱ ۳ ۱ 

0 عددین مشت است؛ زیرا اگر » عددی منفی باشد با ضرب دو طرف 
۳ ب ۰ ۱ 0 3 ۳ 
نابرابری در عدد منفی ۰6 جهت ابرابری عورض می‌شود و به صورت ۱ > ۲ 
درمی‌آند که نادرست اي ولی به شرط 0 <م 4 می‌توان دو طرف را در عدد 
مثبت 6 ضرب کرد بدون این که جهت نابرابری عوض شود و به ثابرابری 

۳ 

در سس ۱ ‌ ۲ می‌رسیم. 


1 0 ۳ ۱ + ۲ 
و 


حالت اول ۱ مب در این حالت ۱ - 37 مقداری مشت است و 


. 2 جه.مقدارهان می‌نواند باشد؟ 


می‌توانیم دو طرف نابرابری را در ۱ 3 ضرب کنیم به دست می‌آید : 
۲ج ۲ ۰ ۱ ۲ 


که اگر شرط این حالت» یعنی ۱ < 2 را در نظر بگيريم به این جواب 


می‌رسیم ۰ 
> > ۱ 


حالت دوم ۱ یک لام و اب حالت ۱ - ۰27 مقداری منفی است و وقتی 
دو طرف نابرابری را در ۱ - 2 ضرب کنیم» جهت تابرابری عوض می‌شود: 


۲ نت ۲ << | عل جر 


و این » با شرط این حالتن4 یعنی 6 7 سازگار فیتسسست . 
به این ترتیب» جواب مسال همان ۱ > 2 ۱ امست. پعنی 17 می‌تواند 


هر عددی بین ۱ و ۲ باسد. 


و و ۲ 


۳۹ تابرابری‌های اتحادی 
یک تابرابری را اتحادی گویند؛ وفتی که ) شمه برفراز باسد. نابرابری 
۷ ۰۳ یک ابرابری اتحادی است. یا نابرابری 


۲ < تج 


یک نابرابری اتحادی و + یذ ازای شر مقدار دلخواه و 3 پرفرار اسست: زیرا؛ 
می‌توان آن را» به این صورت تبدیل کرد: 


م < ۲( -۵) چ ه < ۲۵0 - + آه 


که درستی آن روسن ان :۲۰ گر < 0 آن‌گاه » < (0 - 6) و اگر 
۸ دم آن‌گاه » < ۲( - 6). 
هثال ۴۲ . و ۵ عددهایی هم علامت‌اند (یا هر دو مثبت و یا هر دو 
منفی). ثابت کنید : 
0 . »6 
1 
جون 6 و هن هم علامت‌اند مقدار 0 عددی مشت می‌شود و می‌توان دو 


طرف نایررابری ر در 71 ضرب کرد؛ در این صو رت ید ذدست می‌آید : 


۲۵ < "۵ +4 آه 


که درستی آن را؛ هم‌اکنون ثابت کردیم. 
مثال ۵. ثابت کنید» به شرط ۱  <‏ داریم : 


)۱ 0 - ۱/2۲ 4 ۱ 4 ۱/2 ح< ۲۰/۲ 


در این‌جاء با یک نابرابری اتحادی شرطی سروکار داریم. ابرابری (۰0۱ به 
شرطی معنا دارد که داشته باشیم 1 اس ل (اگر داشته باشیم ۱ اه نا 


۲ ۸ 


عددهای موهومی رو به رو می‌شویم). چون دو طرف نابرابری» عددهای 
مثبت‌اند» می‌توانيم آن‌ها را مجذور کنیم : 


(۱ - 2) +۱ - ۲۷/5۲ + (۱ + 5) < ۴ 
و یا ۱ - ۷/2۲ < 2. دو طرف این نابرابری هم عددهایی مثبت‌اند؛ دوباره 
دو طرف را مجذور می‌کنيم : 
اس اج و چت ۱ و < اه 
به یک نابرابری روشن رسیدیم یعنی نابرابری (۰4۱ برای هر ۱ < 2 درست 
است. مثلا به ازای ۱۰۰۰ <- 2 این نابرابری چنین می‌شود : 


1۹۹۹ د ۱۱ / << ۲۱۹/۹۱9۰۰۰ 


۵ . نامعادله 
نامعادله» یک نابرابری شامل مجهول است که باید شرط درستی آن را بیدا 


کم 


مثال ۶ با حه شرطی ‏ این تابرابری درست 1 
[۴) ۴- (۱- )2 > ۲ + (۵ + 72 
اگر ضرب‌ها را انجام دهیم به ترتیب داریم : 


چت ۲ - ۴- > و + و۵ جت ۴ - و - ۵ > ۲ + ۵ + آ 9 


اج جح لا > و۶ ج- 


یعنی باید مقدار ۰2 از ۱- کوچکتر باشد تا برابری (*)۰ به یک نابرابری 
اتحادی تبدیل شود: نابرابری (*) به ازای همه مقدارهای ۱-- > 2 برقرار 


۲ ۴۳ 


است؛ نابرابری (*)۰ یک نابرابری اتحادی شرطی است؛ شرط آن. این است 
که داشته باشیم : > 1۳. 

وقتی در یک ابرابری شامل مجهول بخواهيم شرطی را پیدا کنیم که 
نابرابری» به‌ازای آن شرطه برقرار باشد گویند با یک نامعادله سروکار داریم و» 
شرط درستی آن را مجموعه جواب نامعادله می‌نامند. ۱- > ۰2 مجموعه 
ینت برای نامعادلة (*) است, 

مثال ۷. این نامعادله را حل کنید: 


۳ - ! 


59: 8 (۱ 
(۱) 


حل نامعادله» یعنی پیدا کردن شرط درستی آن؛ یعنی پیدا کردن مجموعهة 
جواب برای آن. 

بهترین و عمومی ترین راه» برای پیدا کردن مجموعة جواب در یک 
نامعادله این است که: ۱) همهٌ جمله‌ها و عبارت‌ها را به یک سمت نماد 
تابرابری ببریم (یعنی ؛ یک طرف نماد نابرابری» برابر صفر شود)؛ ۳) عمل‌های 
لازم را انجام دهیم تا به ساده‌ترین صورت خود درآید؛ ۳) به عبارتی می‌رسیم 
که باید علامت آن را تعیین کنيم (یعنی روشن کنیم. به ازای چه مقدارهایی 
از مجهول مثبت و به ازای چه مقدارهایی از مجهول» منفی است). 
به اين ترتیب» دربارةٌ نامعادلهة (۰)۱ به ترتیب» داریم : 


۱ 4 )۲ - (۱ - ۲ | ت ۲ 
لایر ۱ 
٩ ۱ ۳‏ 3 

۳ ببس 

۳ ۲ ۱ 


می‌خواهيم کسری مشت باشد. در دو حالت ممکن است؛ حاصل یک کسر 


مثیت شود. 


۲ ۳ 


حالت او ل. صورت و مخرج کسر هر دو مثبت باشند: 


او ۲۱ ۳ < هم | و<۳- و | 
0 <ه | ۱ <ه | ۱۰+ ] 


بزرگتر باشد: صورت و مخرج کسر نمی‌توانند با هم مثبت باشند. 


هب ٍِ مر تِ ۵ که ۲ اس اسب 
اسب ه ۳ - > ۳ و >> ۱ لد 2۳ 
و اين» همکن است؛ 7 باید عددی بین ۳-- و ۱- باشد: 
0 > 20 > ۳- 


مجموعهٌ جواب به دست آمد. اگر 2 از ۳- بزرگتر و از ۱- کوچکتر 
#مثال .۰۸ آیا عددهای * و ۷ و 2 وجود دارند» به نبحوی که داشته 


۱ (۱ +۱2۵0 <۱- ۰۷/۲4۷2 +۱ - ۷/2 
در آغاز ثابت"می‌کنيم : 
)۲( ۷ > ۱- ۱4۰/۷ - ۱۷/2 
< ۱ - 2 وه < ۱ - ۷ می‌گيريم؛ باید ثابت کنیم : 
(۱ +۱()۸ + ۱/۸ > ۷ + ۷ 


۳۲ ۴ 


با مجذور کردن دو طرف نابرابری» بعد از ساده کردن» به دست می‌آید : 
» < ۱(۲- ۷۵۵) چ ه < ۲/۵۵4۱ ۵ 


که درستی آن روشن است (علامت برابری» برای وقتی است که داشته باشیم 
۱ < 0 /۷). 

بنابراین» نابرابری (۳)) با شرط‌های ۱ < 2 و ۱ < ۰۷ هميشه برقرار 
است؛ در حالت 


و + 2 < بو ج< ۱ < (۱ - ۱()۷ - ۱/)2 


با توجه به نابرابری (۳)) می‌توان نوشت : 
که ۱ ات روا تا ۱ ۲ ۷ب 
(۱ + ۱/2)2۷ > ۱ - ۷/2 2 


بتابراین 
> ۱ - 4۱/2 ۰/2۷ ۱ - ۰/2 + (۱- ۰/7 ۱4 - ۰/2) 
(۱ + )۰۱/2 > 


در نتیجه» نابرابری مساله» هرگز برقرار نیست. 


تمرین‌ها 

۸ جزستی آين تانزایی‌ها را ثانت کین 
۱ ۰۷/۵۱ + ۰/۴۹ < ۲۰/۵۰ 
٩/۱۰۱ 4+ ۷/۱۰۲ < ۱۰ + ۷/۱۰۳ ۲‏ 


۲ ۵ ۵ 


۳۷ ۳/۱۰۱ +4 ۱/۹۹ < ۲۰/۱۰۰ 
مت رش ک. وم 
۵۴ ۲ + 2 +۱- ۷2 < ۱+ ۷2 + ۷2 
0 

." 4 ۲ ۲) 

۱ ات 

6+۶ درستی این نابرابری را ثابت کنید (برای عددهای مثبت ۰6 ۵ و 
ِِ: 


۱/0۰ ۳ تخعای 


۰ کدام بزرگترند: 

۱) یا 2 ۲ ۶ يا 2۲ ۳ 4 با ٩-6‏ 

۱ ) می‌دانيم "۵ 7 ". آیا 0 < ۴۲۵ ۲) می‌دانيم 0 > ». آیا 
> ۲6 

۳۲ ۵ و ها و 6 عددهایی مشت‌اند. ثابت کنید: 


و (6 +6( ۵4( + 6) 
7 1/9 ۲ 


۳ به شرط + > ت > ه ابت کنید: 
7 > ۸ > ۲ (511 
۶ به شرط مثت بودن » و 0 و 6 ثابت کنید: 
6 > (ا ٩+ 0 6()0+ - (4+  -‏ 6) 


۰.۳۲۵ 17 را طوری بیدا کنید که تابرایری زیر به ازای همه مقدارهای 
2 برفرار باشد: 


و < ۳۳ - و۴ ۲۲۵  -‏ ج 


۴و ۲ 


#۶ با شرط مثبت بودن » و ت و 6 ثابت کنبد: 


ِ ‌ 0 6 ۵( 64 + +6 
*< | + یم +یش) | / ۳ 0 ۱ 6 ۱ 


۷*۶ »۰ ۰ » و عددهایی مشت‌اند. ثابت کنید : 


۵ < 8 + 6 + 9 + آه 
۸ با شرط 5 > 2 > ۰ ابت کنید: 
۲ > وم + ۵ ورژو 


این امعادله‌ها را حل کنید : 


(۵ + ۲۵ < 2 (۲ + + ۵ > ۲ + ۳۸ (۱ 
((۵ - ۳()2 - ۲8۵) > (۱ + ۲()۲2 + 2) (۳ 
۲۱ < ۷۶ + ۲۸۲ (۵ * > ۴۵ مب ۲و (۴ 
:۱ > چست (۷ ه < ۴۸۵۲ - ۱۱-۷ (۶ 
9 سس ۳۹ با ۱ 

 - !‏ 3 .۰ | - ۲۵۲ . 
تس ۱ بت > ۸(۵ 
8 ۴ 5+۲ ۷ سا 


#۶ . این نامعادله‌ها را حل کنید: 

۷۶ > ۳+ ۲۸ > ۱- (۲ ۶ > ۱ ۲+ ۲۸ > ۲ - (۱ 
۱۳۳ ۷ 2 (۳ 
شب ۳۶ ۲ ۷ ۳ 
۳ ۳ 


۶ در مثلث متساوی‌السافین ۰۸13267 می‌دانيم زاويهٌ راس ۸ (بين 
دو ساش) » برابر ۳9 در سحه افتتته: ثابت کنید: طول سای از دو برابر قاعده 
بورگتی او از سه برابر فاعده کو < جکتر است. 


۲ ۷ 


کاتب خوارزمی. که کمتر از دویست سال» بعد از هم‌شهری خود؛ محمد 
خوارزمی مشهور به مجوسی؛ بنیان گذار جبر می‌زیست» در کتاب خود به نام 
«مفاتیح‌العلوم» می‌نویسد : «۰.. جبر؛ صنعتی است از صناعات حساب. این 
۱ دانش وسیله نیکوبی است؛ برای به دست آوردن پاسخ درست در مساله‌های 
دسوار .4..۰. 
خود محمد خوارزمی در مقدمه کتاب «جبر» نوشته است: «... برای 
روشن کردن مساله‌های مبهم و آسان کردن دشواری‌های دانش به پا خاستم و 
کتابی در تعریف حساب جبر نوشتم؛ کتابی که با همه مختصر بودن خود 
شامل موضوع‌های دقیق و مهم «دانش حساب» که همگان به آن نیازمندند؛ 
باسد». 
جبر در جریان تکامل حساب یدید آمد و «جهشی» در آن ایجاد کرد. به 
ویژه» جبر؛ به صورتی که امروز با آن کار می‌کنيم؛ با به کار گرفتن حرف‌ها 
(به جای عددها و مجهول‌ها) و نمادها (مثل + -. <؛ > / و غیره)) 
نسبت به حساب برتری‌هایی دارد : 
اول. اگر در حساب؛ با حالت‌های خاص و عددهای خاص سروکار 
داریم؛ در جبر» با حالت‌های کلی و عدد به مفهوم عام خود» کار مي‌کنيم. 


ام ن ۲ 


در حساب مي‌گوييم ۷ < ۴ با ۴ « ۷ یکی است؛ در حالی که در جبر» از 
حالت كلي اين ویژگی ضرب سخن می‌رانیم و می‌گویيم 6 0 < 9 < 0. 

دوم. در حساب با عددهای مثبت (و در مرحله‌های نخستین» عددهای 
گویا) کار می‌کنيم؛ در حالی که در جبر» مفهومی کلی‌تر برای عدد پدید 
می‌آید و. عددهای منفی و موهومی و غیر آن وارد عمل‌می‌شوند. 

سوم. از آن‌جا که در جبر؛ با توجه به قانون‌های حاکم بر عمل‌ها» بدون 
دخالت اندیشه» خود را به پاسخ می‌رسانيم. در بسیاری موردها» نتیجه‌هایی 
به دست می‌آوريم که» پیش‌بینی آن در حساب؛ برایمان چندان ساده نبود. به 
این مساله توجه کنید: 

مغال ۱. بدری در ۲۰ سالگی بسرش» ۴۸ سال دارد. سن بدر؛ در چند 
سالگی پسر؛ پنج برابر سن پسر است؟ 

فرض می‌کنيم» بعد از سال دیگر» سن پدر؛ پنج برابر سن پسر خود 
باشد. بعد از * سال بدر (2 + ۴۸) سال و بسر (2 + ۲۰) سال دارد. 
ولی می‌خواهيم سن پلر؛ پنج برابر سن پسر باشد» یعنی 


۳ سح چت ۵۲ حد ۴ چت ۲۰۲-۵ )۵ < ۶ ۲۸۷۲ 


جواب هنفی » جه معنایی دارد؟ 

۳- سالدیگر سن پدر پنج برابر سن پسر می‌شود. 

عدد منفی» یعنی عدد کمتر از صفر» ریاضی‌دانان ایرانی (و همچنین 
هندی) وقتی می‌خراستند از عددی منفی استفاده کنند (که البته» به ندرت 
بیش می‌آمد) آن را «وام» می‌نامیدند (در برابر «دارانی» برای عدد مثبت). 
بتابراین» ۱۳- سال دیگر؛ یعنی ۱۳ سال بیش ۱۳ سال پیش سن این بدر 
و سره جنین بوده است : 

۵۲ << ۴۸۰-۱۳ < .سن در در ۱۳ سا بیتن 


۷ :۱۳ ب۷۵ ع من پسر فن 1۳ تال یش 


۲ 


و می‌بينيم» سن پدر پنج برابر سن پسر است. 
در شند‌سه شم مساله‌هایی را که به تنجوی با محاسبه سروکار دارند ه 


می‌توان به یاری جبر حل کرد. نمونه‌ای می‌آوریم. 

مغال ۲ : در مثلث قائمالزاوية ۸80 ٩۰۳(‏ < ) یک مربع طوری 
محاط کنید که: دو ضلم آن روی ضلم‌های ۸ و :)۸ و یک راس آن؛ 
ری ونر مثلق باشد؛ به شرطی که ۲ - |۸6 ر ۶ |۸۵ 

را حل: اول. روش عادی جبری. به شکل ۵٩‏ توجه کنید. فرض 
می‌کنيم؛ مربم ۸۸/۷۲ را در مثلث فائم‌الزاوية ۸/2 محاط کرده باشیم. 
طول ضلع مربع» مجهول است. آن را : می‌گيريم. بنابراین 


3 - ۶ |۳0 ,| ۲ ۱ ۱۷ 
در مثلث قائم‌الزاویه ۰/۷/2۷ بنابر قضيه فیثاغورث داریم : 
+ ۶ - ۲۵ ح (ن2 -۳۰) + ن < |۱6۸۷ 
و در مثلث قائم‌الزاویه »۱۳۸۷ : 
۶ ۱۲۵ - ۲۵۲ < ۲( ۶)+ ۰۲ 2 |۱۸60 


۲ ۱ ۵ 


از طرف دیگر ‏ برای وتر مثلث ۸۳۸6 به دست می‌آید : 
۵ ۱80۱ + ۴۵ - ۳۲+ ۶۲ - 80۱۲ 


ولی باید؛ مجموع طول‌های دو باره‌خط راست 9/۷ و /۰/۷ براپر با طول 
باره‌خط راست )ظ باشد: 


2 اب < |۱۸۷۵ + |۱8۸۷ 


مقدارهایی را که برای طول این پاره‌خط‌های راست بیدا کرده‌ايم» به جای آن‌ها؛ 


در ب ابری (*) ف ار هی ذ هلیم . یه این معادله ‏ با مجه ل .۰ هی زسیم . 


۲۲ - و۶‎ + ٩ + ۱ ۱۲۰۰ 4+ ۳۶ - ۵ ] ۴ # ( 


مجه, ل اهد بو د. اگر دو طرف معادله ( *:* ) را مجذور سل بعد از ساده 


کردن؛ به این نتیجه می‌رسیم : 


)۲۲ - و۶‎ + ٩()۲2۲ - ۱۲۵ + ۳۶( < ٩2 - ۲ 


که اکر دوباره: دو طرف معادلهةٌ اخیر را مجدور کنیم؛ بعد از ساده کردن به 
دست می‌اید : 
دوجو 93۳ چد با 
طول ضلع مربع محاطی برابر ۲ است و بنابراین؛ به سادگی می‌توان مربع را 
رسم کرد. 
راه حل دوم. به پاری هندسه تحلیلی. یت ان محه‌ رهای مختصات را 
طوری انتخاب می‌کتيم که راس ۸ بر مبداء مختصات؛ ضلع بر جهت 


بُ مت محر اه ضلم )۸ بر جهت هب همست هحدز با منطبق باس (شعکل 
۳ ). 


مختصات راس‌های مثلی جنین‌اند ؛ 
(۶,ه)ن و( ,۳)ظ ,( ,۸0۰ 


بنابراین» می‌توان معادلة خحط راست ب)1] را بیدا کرد : 


برای یافتن مریم باید نقطه ۸۷ را روی وتر 190 طوری بیدا کرد که طول و 
عرضی برابر داشته باشد؛ یعنی نقطه ۰/۷ محل برخورد وتر 307 با نیمساز 
ربع اول (په معادلة »  <‏ - 2) است. با حل دستگاه زیر (شامل معادله 
بحط راست 26 و ننمساز رب اول)» مختصات نقطه ۸۷ به دست می‌اید : 


-< ۷ 


1 ۵ << ۷ -- 3 
یعنی» مربع محاطی» ضلعی به طول ۲ دارد. 


راه حل سوم. به یاری مثلثات. اگر طول ضلم مربع را 2 بگيريم در 
مثلث‌های فائم‌الزاویه ۷ و ۷ ) داریم : 


با 1 


و ست ظ 


۳ ب ‏ 
بان و ۱ 
1 ۶ 


ولی ؛ جون زاو به‌های 1 و )0 متمم یکدیگرند بتابراین 


۴ , ۰ 
۲ بو ف:. ض جع باخمع ت لزع 
1 - ۴ 


و این ساده‌ترین راه حل مساله است. 

یادداشت. راه حل هندسی مساله» بسیار ساده است. کافی است نیمساز 
زاوية قائمه ۸ را رسم کنیم تا نقطه ۸۷ (یعنی راسی از مربع که روی وتر 
انتتج) به دست آید. 

مثال ۳. دوچزخه سواری که باید ۲۳۶ کیلرمتر را بپیماید؛ برای خود؛ 
سرعتی را انتخاب کرد؛ تا در لحظه‌ای که قرار گذاشته بود» دوستش را ملاقات 
کند. ولی بعد از ۲ ساعت که از آغاز حرکت ا و گذشت. به‌دلیل بسته‌شدن 
جاده برای عبور فطار: ۲۰ دقیقه معطل شد. او برای جبران وقت از دست 
داده» بقیه راه را؛ با سرعتی که ۶ کیلومتر در ساعت بیش از سرعت قبلی او 
بود» رکاب زد و» درست در لحظه قرار» به دوستش رسید. دوچرخه سوار؛ 
در لحظه آغاز حرکت» چه سرعتی را انتخاب کرده بود؟ 

سرعت نخستین دوچرخه سوار را 3 کیلومتر در ساعت فرض می‌کنيم. 
چون تمام مسیر حرکت او برابر ۳۶ کیلومتر است. بنابراین دوچرخه‌سوار» به 
1 ساعت برای رسیدن به دوستش در ساعت فرار خود نیاز داشته است. 

ولی در عمل به اين ترتیب» ۳۶ کیلومتر را بیمود. در آغاز ۲2 کیلومتر 


حرکت کرد (۲ ساعت و .هر ساعت * کیلومتر)» بعد ۲۰ دقیقه» یعنی 2 


ساعت ایستاد و سیس. بقیه راه» یعنی (::۲ - ۲۶) کیلومتر را با سرعت 
9 


(۶ سل ۳4 کیلومتر در ساعت ؛ یعیی در 6 ۳5 ساعت پیمود. بنابراین 
روی هم به اندازه 


اس ۳ 3۹ 
8 ۳ ۱۳ 


۳۳ 


مر 
در راه بو ده است که باید یا ۳3 ساعت برابر یاسد. نی این معادله هی زسیم . 


که به ترتیب» به این صورت حل می‌شود: 


۷ ۲ - ۳۶ ۳۶ 
تِِ‌ 4 نز َ» 


۶ 1 ۲ ۲۰ 
بو دا ۳ 


۳۱ ۲۱۲ ۸ 


ب ۷ 
+ ح< ۶۳۸ :۴۲ د ۹ ۳ 


۳ نا ۱ ۲ 


از آن‌جا ۱۴ <- ت یا ۵۴- - ت2. 

روشن است که جواب منفی قابل فبول نیست. سرعت نخستین 
دوجرخه سوار» ۱۲ کیلومتر در ساعت بوده است. 

مثال ۴. اگر قایق‌را ۳۴ کیلومتر در جهت حرکت آب و: سیس: ۳۹٩‏ 
کیلومتر در خلاف جهت حرکت آب پارو بزند. باید همان قدر وقت صرف 
کند که بخواهد ۷۵ کیلومتر راء در آب ساکن پارو بزند. نسبت سرعت فایق 
در آب ساکن را: به سرعت قایق در جهت جریان آب. پیدا کنید. 

اگر سرعت قایق را در آب ساکن برابر 7۰ کیلومتر در ساعت و سرعت 
جریان آت را ۷۲ کیلومتر در ساعت فر ض کنیم) آن وفت سرعت فایق » وقتی 
در جهت جریان آب حرکت می‌کند. برابر »0 + 7۱ کیلومتر در ساعت؛ و 
سرعت آن. وفتی در خلاف جهت جریان آب حرکت می‌کند برابر ۵۲ - «ط 


کیلومتر در ساعت خراهد شذ. مساله؛ تنسبت ۸۱ به ۲ + ,دا را از ما خواسته 


وش 


0/٩ 
۳ 1۳۹ ۱ 
۲ وی حصدمه 1 تت‎ 
۳۹ ۲ ِا ۲ اک‎ 
+ 2 چاه‎ 
۳۱ ۱ ۳۳۹ 


اگر - را 4 بنامیم؛ باید سب < ۸ را دا کیم. 
+۳۷ ۳ کیلرمتر را در جهت جریان آب یعنی با سرعت ۷۲ + ۱ 
۳ ۱ 
#تماید؛ بنابراین رس ساعت وقت صرف می‌کند؛ سپس ۲٩‏ کیلومتر 
۲ ۱ 


را در خلاف جهت جریان آب؛ یعنی با سرعت ۸۲ - ۱ طی می‌کند و در 
تشحجه سر ساعت وفت لازم دارد. مجموع این دو زمان برابر زمانی 
است که ۷۵ کیلومتر را در آب ساکن؛ یعنی با سرعت ۱ کیلومتر در ساعت 
می‌پیماید. به این ترتیب باید داشته باضیم : 


۳۴ ۳1 ۷۵ 


یت 


۱ ۲ -- !| ۲ - وا 
در دو طرف معادله , مخرج‌ها را بر لا ( که مخالف صفر استنت) سس 


۳۹ ۳ ۳۹ ۳ 
سح ۳۲ 7 7 
: ۱ - جع ص جر 
۳۱ ۱ 


که از آن‌جا؛ به این معادله درجه دوم برای می‌رسیم : 


ی چا مت وب 
۵ ۵ 
جواب منفی بی معنی است. با در دست داشتن 2 مقدار ۸ محاسبه می‌شود : 
۱۵ ۱ ۱ 
سم ۲3 


۲ ۱ ۵ 


0 

به این ترتیب» برای این که مساله‌های محاسبه‌ای را (چه در جبر و جه 
در هندسه) به یاری جبر حل کنیم باید این مرحله‌ها را در نظر بگیریم : 

۱) فرض کنیم» مساله را حل کرده‌ایم و جواب را به دست آورده‌ايم. این 
جوا را؛ مثلاً 3 می‌نامیم ؛ 

۲) با توجه به فرض‌های مساله تلاش می‌کنیم» جواب را «مورد آزمایش» 
قرار دهیم (مثل زمانی که جواب عددی مساله را آزمایش می‌کنیم)؛ 

۳) از این راه» به معادله‌ای نسبت به مجهول 7 می‌رسیم که با حل آن 
مقدار ۲: به دست می‌آید ؛ 

۲ برای انتخاب مجهول» گاهی بهتر است» چیزی غیر از آن چه مساله 
خواسته است» در نظر بگیریم تا تشکیل معادله؛ یا حل معادله» ساده‌تر شود. 

به طور کلی» برای تشکیل معادله (و یا گاهی» نامعادله)» نباید بدون 
اندیشه عمل کرد. به آن چه در این‌جا گفتیم؛ نباید به صورت قانون نگاه کرد. 
این‌ها تنها» توصیه‌هایی برای راهنمایی است. در هر مساله بنا به موقعیتی که 
دارد؛ باید در جست‌وجوی ساده‌ترین راه بود. برای تسلط در این زمینه حل 
مساله‌هایی را که در این بخش آورده‌ايم سفارش می‌کنيم. 


تمرین‌ها 

۲ جمشید ۳۰۰۰۰ ریال و برادرش ۵۰۰۰ ریال ذخیره دارند. 
جمشید ماهی ۲۰۰۰ ریال و برادرش ماهی ۳۰۰۰ ریال به ذخيرهٌ خود اضافه 
می‌کنند. آیا زمانی. می‌رسد که ذخیره دو برادر» برابر شود؟ 

۴۳ . وقتی از فرود برسیدند» در کلاس شما چند دانش‌آموز وجود دارد؛ 
پاسخ داد : اگر به دو برابر تعداد شاگردان کلاس ما؛ ٩‏ واحد اضافه کنیم؛ 
مثل این است که از چهار برابر تعداد شاگردان کلاس ما؛ ۴۲ واحد کم کنیم. 
فرود اشتباه کرده است. حرا؟ 


مش 


۴ در نیم دایره‌ای به شعاع ۵ متر» مربعی محاط کنید که؛ یک ضلع 
آن پر قطر نیم‌دایره و» دو راس آن» بر کمان نیم‌دایره منطبق باشد. 

۵ مجموع ۵ عدد فرد پشت سر هم» برابر ۱۲۵ شده است. این 
عددها را بیدا کشا 

۶ دو برادر» روی هم ۳۰ سال دارند. یک سال دیگر» سن برادر 
بزرگتر سه پرابر سن برادر کوچکتر می‌شود. سن امروز هر کدام از آن‌ها چقدر 
ایسي؟ 

۷ فروشنده‌ای حساب کرد اگر تخم‌مرغ‌های خود را» یکی ۳۵ ریال 
بفروشد» ۵۰0۰ ریال زیان می‌بیند:؛ ولی اگر آن‌ها را دانه‌ای ۶۰ ریال بفروشد» 
۰ ریال سود می‌برد. تعداد تخم مرغ‌ها و قیمت خرید هر تخم مرغ چقدر 
بوده است؟ 

۸ پدر و یسری» در دو نوبت برای درو گندم» روی زمین صاحب 
ملک کار کردند. در نوبت اول ۷ روز را با هم و ۶ روز را» پدر به تنهایی 
کار کردند و ۵۳۹۰ ریال گرفتند. در نوبت دوم؛ ۲ روز پدر به تنهایی و ۷ 
روز همراه با پسرش کار کرد و ۳۹۹۰ ریال گرفتند. برای کار یک روز پدر 
چه مبلغی گرفته است و پسر چه مبلغی؟ 

۹ به صورت کسری؛ یک واحد اضافه کرده‌ايم کسر حاصل؛ هم‌ارز 
7 شده است؛ ولی اگر به مخرج آن دو واحد اضافه کنیم» هم‌ارز ۲ می‌شود. 
کر زا بیدا کنید. 

۰ کلدانی نقره‌ای داریم که» نسبت وزن نقر؛ خالص به وزن مس 
خالص آن. برابر ۸ است. نقره کار آن را ذوب و ۱۱۰ گرم مس به آن 
اضافه کرد و گلدان تازه‌ای ساخت.می‌دانيم» ۷ وزن گلدان جدید نقره است. 
گلدان قبل از ذوب شدن» چه وزئی داشته است؟ 


۳۷۲ 


خود عدد را بیذا کنید. 


۲ پولی را به این ترتیب؛ بین چند نفر تقسیم کردند. اولی ۲۰ تومان 


"۳ : ۱ ۲ 
پول را برداشت. اگر سهم این دو نفر برابر شده باشد مبلغ اصلی پول چفدر 
بو ده انیس؟ 


۳ اگر از طول مستطیلی ۳ متر و از عرض آن ۲ متر کم کنیم؛ 
مساحت آن. ۴۸ متر مربع کمتر می‌شود. ولی اگر به طول آن ۳ متر و به 
عرض آن آمتر اضافه کنيم مساحت آن ۶۰ متر مربم بیشتر می‌شود. طول و 
عرض متتطیل را پیدا کنید. 

۴ اس هر سال به انلاز: ِ سرماید خود در افاز سال» سره 
می‌کند» در ضمن؛ سالی ۱۰ میلیون ریال» برای خرج زندگی خود برداشت 
می‌کند. اگر در بایان سال دوم سرمایة او دو برابر شده باشد سرمایهٌ نخستین 
او را بیدا کنید. 

۵ . زمینی به شکل ذوزنقه با قاعده بزرگتر به طول ۴۰ متر و فاعدة 
کو چکتر به طول ۳۰ متر داده شده است. روی فاعدة بزرگتر نقطه‌ای را در 
نظر گرفته‌ايم که همین فاعده را به نسبت ۱ : ۳ تقسیم کرده است. نقطه‌ای 
روی قاعدهٌ کوچکتر بیدا کنید که اگر آن را به نتطة انتخابی در روی قاعدة 
بزرگتر وصل کنیم؛ دو ذوزنته هم‌ارز (یعنی با مساحت‌های برایر) به دست 
ایك. 

۶ دو نثر به فاصله ۶۰ کیلومتر از نکدبگرنش. اگر به طرف هم 
حرکت کنند» یس از ۳ ساعت و اکر در یک جهت (روی خط راستی که 
از این دو نقطه می‌گذرد) حرکت کنند. بعد از ۱۵ ساعت به هم می‌رسند. 


سرعت هر کدام از آن‌ها را پیدا کنید. 


۲ ٩ ۸ 


۷ مربع (1 ۸136 مفروض است. به مرکز ۸ و به شعاع برابر طول 
)0 (راس رونهر و یه )( ِ با شعاع برابر طول ضلم ری ۳ دایره دیگری 
در درون وب رسیم کرده‌ايم. اگر فسات سس دو کمان. ۷ ما سانتی‌متر رس 
باشد» طول ضلم مربع را پیدا کنید. (عدد ۲ را پرابر ۱۴ ۳۸ بگیرید.) 

۸ روی کمان نیم‌دایرة به قطر پاره خط راست ۰۸۸1۶ نقطهٌ ) را 

۱ 2 ۱ ۶ 
طوری بیدا کنید که مساحت مثلث ۰۸۱/۸6۰ برابر س مساحت نیم دایره باشد. 

1 ۸ می نو اند کاری را در ۵ ساعت و / همان کار را در و ۱ 
مشغول شدند. کار در چه ساعتی نمام می‌شود ؟ 

۶ ۵ ۲۳ . الف ) اتوبوسی از شهر ۸ نب سست شهر 3 که در ۱۰۰ 
کیلومتری ۸/ واقم است؛ با سرعت یعنواخت ‏ کیلومتر در ساعت حرکت 
کرد. ۰ ۲ دفیته بعد از حرکت آتوبوس ؛ بیکانی با سرعت یکنواخت و۴ کیلوهتر 
در ساعت. به دتبال اتوبوس؛ به راه افتاد. همین که بیکان به اتوبوس رسید؛ 
کي و با همان سرعت؛ خود را به شهر 1 رسانید. » جه عددهایی 
می‌تواند باشد تا پیکان؛ بعد از آن که اتوبوس به شهر 13 می‌رسد. به شهر / 
پرسل؟ 

ب) همان مساله الّف را؛ در حالتی که فاصلة شهر ۸/ از شهر ۸ برایر 
۵ کیلومتر و سرعت پیکان برابر ۸۰ کیلومتر در مساعت باشد؛ حل کنید. 

۶ دو دوچرخه‌سوار با هم و در یک جهت. از نقطه‌ای به راه 
افتادند : اولی با سرعت ساعتی ۱۵ کیلومتر و دومی با سرعت ساعتی ۱۲ 
کیلوهتر. بای از سم ماقیش دو حر حه سار سوم : از همان نمقطه و در همان 
جهت حرکت کرد: بعد از مدتی به دوچرخه‌سوار دوم و یک ساعت و نیم 
بعد از آن» به دوچرخه سوار اول رسید. سرعت دوجرخه سوار سوم را پیدا 


۲ روستاهای ۸ و 27 در ساحل رودخانه‌اند و از طریق آب؛ ۲۰ 
کیلومتر با هم فاصله دارند. جهان‌گرد» با فایق خود از ۸ حرکت کرد. وقتی 
به 7 رسید» بلافاصله برگشت و خود را به نقطهٌ ۸ رسانید. برای رفت و 
برگشت ۱۰ ساعت در راه بود. می‌دانیم» جهان‌گرد؛ برای ۳ کیلومتر قایق‌رانی 
در جهت جریان آب؛ همان قدر وقت صرف می‌کند که برای ۲ کیلومتر در 
خلاف چریان آب. سرعت آب رودخانه چقدر است؟ 

۶ باده و اسب سوار از شهر ۸ به طرف شهر ‏ و دوچرخه 
سوار از شهر ] به طرف شهر ۰۸ در یک زمان و هر کدام با سرعت‌های 
یکنواخت به راه افتادند. اسب تندتر از بیاده و دوچرخه تندتر از اسب حرکت 
می‌کنند. ۲ ساعت بعد از آغاز حرکت. دوجرخه و اسب؛ در ۳ کیلومتری 
وسط جاده بین ۸ و ۰13 و ۲۰ دقیقه بعد دوچرخه و پیاده به هم رسیدند. 
اگر بدانیم» سرعت دوچرخه سوار دو برابر سرعت پیاده است» فاصلهٌ بین دو 
شهر ۸ و ۲۶ و سرعت هر یک از سه نفر را بیدا کنید. 

۴ اگر دو نفر با هم کار کنند» می‌توانند در ۶ ساعت آن را به پایان 
برسانند. اولی ۶ ساعت وه سپس دومی ۳ ساعت کار کردند و ۸۸۰ کار را 
انجام دادند. هر کدام به تنهایی در چند ساعت کار را تمام می‌کنند؟ 

ضمن ضرب دو عدد طبیعی در یکدیگر به اشتباه» رقم سدگان 
حاصل ضرب را» ۲ واحد بیشتر نوشتیم. برای امتحان عمل ضرب. این 
حاصل ضرب اشتباه را بر عدد کوچکتر تقسیم کردیم» خارج قسمت برابر ۵۰ 
و بافی‌مانده برایر ۲۵ شد. هر یک از این دو عدد را بیدا کنید. 

۲۴۶ , با رقم‌های 6 ۵ و ۰6 همه عددهای سه رقمی را ساخته‌ايم؛ 
مجموع آن‌ها» از ۲۷۰۰ بیشتر و از ۲۹۰۰ کمتر شده است. می‌دانیم ۰6 و 
و » سه رقم مختلف و مخالف صفرند؛ 6 عددی زوج و بزرگترین عدد از 
بین عددهایی است که با شرط‌های مساله سازگار است؛ در ضمن در هر 


عدد سه رقمی هر سه رقم به کار رفته است. 406 کدام عدد است؟ 


و ۲ ۲ 


۷*۶ الف) عددهای طبیعی 6 ۵ و 6 چنان‌اند که داریم : 
(77 ۰ عددی درست و وا < ۱۶) ,۵00 ع< 6 ,0۱ << و 


عددهای ۲۸۳۵ و ۰۲۶۳۶ بر 0 و » بخش‌بذیرند. عددهای » و ۵ و » را 
پیدا کنید» به شرطی که با توجه به شرط‌های مساله» مجموع 6 +0 + » 
حداکثر مقدار ممکن باشد. 

ب) همین مساله را با همان شرط‌ها حل کنید» تنها با این اختلاف که 
ق :۰ ۷۲۳ بر و ۳۳۱۲ برع بخش‌یلیر باشد. 


۶ عدد سه رقمی 66 را پیدا کنید» به شرطی که داشته باشیم : 


نا 
۹۹ دع +9 +۵ ,وود  -‏ - 
0 


در ضمن رقم یکان» ۵ واحد از رقم ندگان قدد: کمن استا 


حل تمرین‌ها 


پیش از اغاز و یاداوری 
۱ در یک سطر توان‌های متوالی ۲ را به ردیف می‌نویسیم و؛ در ریر هر 
یک باقی‌ماندهٌ حاصل از تقسیم آن‌ها را بر ۷ قرار می‌دهیم: 


۰ سب ۲۵ ۴ ۲ ار حت. ۲ ۴ - ۲۷۲۳ ۲ مب ۲۲ 
۳ ۳ ۱ ۳ ۲ 


هی لسمي : در شیم توان‌هایی متوالی ۳ رِ ۷ برای باقی‌مانده میم رفم‌های 
۲ و ۱ تکرار می‌شوند. عدد دهدهی ما جنین است: 


دی ۳۳ ۳۱۰۳۳۱ 
سس 2 | ۲ ۵ و ۱ ۱ 9 
۹۹ ۱ 

بکی روح و ذیگ ی فد است :* یی مسج ۲ هر ده علد متوالی ۰ عدديی ف د 


می‌شود. بنابراین؛ ٩‏ عدد فرد به دست می‌اید : مشاه 


و اقا ۷۵ ۱۶۸ ۸ ۱۷ ۴ ۱ 
۱۳ ۳۹ اس ۳ 


۳۳ 


و مجموع ۱٩‏ عدد فرد خود عددی فرد است و نمی‌تواند بر عدد زوج ۳۸ 
بخش‌پذیر باشد. 

نمی‌توان ۳۸ عدد طبیعی متوالی پیدا کرد که مجموع آن‌ها بر ۳۸ بخش‌پذیر 
باشاد 

#یادداشت. به سادگی می‌توان ثابت کرد که : مجموع ۸ عدد طبیعی 
پشت سر هم بر ۱٩‏ (نصف ۸ بخش‌پذیر است. فرض کنیم» عددهای 
طبیعی را؛ از 4 آغاز کرده باشیم ؛ ۳۸ عدد طبیعی از » تا ۳۷ + » را» یکبار 
از ۵ تا ۳۷ + و بار دیگی بر عکس» از ۲۷ + » تا 0 در دو ردیف زیر 


هم می‌نویسیم : 


۷ دا م۲ ه ا 6 پیب م6 +۱ + ) 1 
با 8 ما پم مه ل رط و ۳۷ 


اگر اين دو ردیف را با هم جمع کنیم؛ همه جا ۳۷ + ۲ به دست می‌آید 
که مجموع همه آن‌ها برابر (۳۷ + ۳۸/۲۸ و نصف آن: یعنی مجموع ۳۸ 
عدد طبیعی متوالی با آغاز از عدد »۰ برابر (۳۷ + »۱۹)۲ می‌شود که بر ۱٩‏ 

بینه طدٍر کین : تن تم ۷ لد طبیعی متوالی ‏ دز جالری فد بو دل # اسر 
خود ااو در حالت زوج بودد سر نصف 17بخش بدیر است (حالت 
فرد بودن ۰۱۱ را خودتان تابت کند). 


۴ اشتباه در آخرین عمل است. دو طرف پرابری 


(» - 0 - ]۵ ع< (6 - 10-0 


بر ) و تقسیم شده است؛ ولی ۸-۷-6 برابر صفر است و نمی‌توان 
دو طرف برابری را بر صفر تقسیم کرد. 


۳۳۳ 


۳ یکی از راه‌حل‌ها» در جدول زیر داده شده است : 


_ بعد از جابه‌جایی 


ظرف‌ها 
و 
و كِ 
0 ِ تس ای - 
۱۳۱-۱۳۱ 


۴۶4۵ ۳۶4 +۲۶ ۱۶4+ ۶ ج۶ 
از این ۶ حالت؛ تنها عددهای به صورت ۱ + ۶۸ و ۵ + ۶۸6 بر ۲ و ۳ 
بخش‌دذیر. نیستند ؛ زیرا با هی ۲ و ۱ ۲ + ۶۸ بر ۰۲ ۳+ ۶/۸ بر ۲ و 
,۰ 4 ۳ < ۱ +4 (۳)۲۸ - ۱ + :۶۸ 
۲ +4 ۳ < ۲ 4 (۱ + ۳۲/۸ < ۵ +4 ۶۸ 


اگر فرد باشد (۱ + ۲ < ۰/7 جمله 7م به صورت ۲ + ۲1 درمی‌آید. 
جملهٌ ام یک دنباله را با بم نشان می‌دهند. بنابراین 


. ۳۶ 4+ ۲ ) ع<‎ ۲۸ 4+ ۱( 
۰ 0 ۱ ۱ 
۳۱ ٩ ۱ ) << ۲۸( 


در ضمن» جملهٌ صدم» چون ۱۰۰ عددی زوج است؛ چنین می‌شود: 


۱ ح- ۱ د ۱6۵ ۰ ۲ 2 .11 


یادداشت. این مساله» نمونه‌ای از مساله‌هایی است که بیدا کردن راه‌حل 
کلی آن ساده‌تر از راه حل آن برای یک حالت خاص است. همان طور که 
دیدید ابتدا حمله 7ام را به دست آوردیم و ؛ بعل» به کمک آن؛ مقدار حمله 
صدم به سادگی به دست آمد. 
یادآوری این مطلب صروری است که : بعل از بیدا کردن حمله عمومی » 
باید آن را» برای حالت خاص آزمایش کرد. در این‌جا» به ازای ۱ < ) 
خواهیم داست : 
لاش ۴ ۱( ۳ عح بو 
به اوا. ۲ << «: 
۷ ح< ۲ ۳۰۱ ۲ تن )1 
و غیره ؛ که با دنباله ما تطسق می‌کند. ولی ممکن بوذ » دناله را ره این صورت 
۱ ۱ ایا 
آن وقت» عدد ۱ را نمی‌شد جمله اول دانست: عدد ۰۱ در این‌جا «جمله 


۲ 2 ۱ لت 6 ۵4 ۲ دا( نل ۲ نع 2۸ 


۳ پاستخ. نام بجه‌ه از راست به چپ : گودرز» کیوان) آرش بهرور ‏ 


۷ داریم : 
۴ با و۴ ور ور ۴ و۳ - و 
(۱ - )۴ - (۱ + )7۳ - 
ح< (۱ 1 ۱۱/۱ )۴ ب (۱ لد 1 مس 
۳1 ۱()۱ +4 ) ح< (۴ + ((۴ -- ۱۳۳ 4 () < 


۳۳۵ 


یعنی باید ۲(۲ - «)(۱ + ) بر ۱۷۳ بخش‌پذیر باشد. ولی ۰۱۷۳ عددی 
اول است» پس باید یا ۱ :+ و یا ۲  -‏ بر ۱۷۳ بخش‌پذیر باشد. چون 


چو ج- ۱۷۳ - ۱ 1+ 11 


۱۷۳ 


۱۷۵ رات ۱۷۳ - ۲ - :1 


(نماد <- را بخوانید : نتیجه می‌دهد). کوچکترین عددی که می‌توان برای 11 
در نظر گرفت تا ۴ + ۳:۲ - ۲« بر ۱۷۳ بخش‌پدیر باشد» عبارت است از 


۲ 7 (1 که در این صورت » خواهیم داتسا : 


۷۲ ۲ ۷۳ -- ۴ + ۲ - "و 


۸ توجه کنیم؛ در این‌جا؛ هر عضو دنبالة ماء یک مجموعه است. 
این دنباله را با روش‌های مختلفی می‌توان پیدا کرد» ولی در این‌جا راه حلی 
انتخاب له است که برای هر مجموعه‌ای؛ با هر تعداد عضو قابل استفاده 
باشد. در ضمن. برای کوتاه‌تر کردن بحث. مثلاً به جای اين که بگوییم : 
مجموعه (۴ ,۰1۱,۳۲ می‌نویسيم ۱۳۴. 

در آغاز» چنین دنباله‌ای را برای زیرمجموعه‌های مجموعه‌ای می‌نویسیم 
که تنها شامل دو عضو ۱ و ۲ باشد. اين دنباله چنین است: 


۵. ۱ ۸ ۲ 


(هر جملهٌ دنباله» با هر یک از جمله‌های مجاور خود. تنها در یک عضو 
اختلاف دارد؛ اللته» جای جمله‌های ۱ و ۲ را می‌توان عوض کرد ولی برای 
این که» ضمن ادامه جمله‌های دنباله؛ ص_ ۳ سادگی بیشتری جلو برویم» 
آن را که نمايندة عدد کوچکتری است؛ در آغاز نوشته‌ایم). 


۳۳۴ 


اکنون» به هر یک از زیر مجموعه‌ها (یعنی هر جملة این دنباله) ) عضو 

۳ را اضافه می‌کنیم و نتیجه را در جهت عکس. یعنی از آخر به اول به 

دنبال جمله‌های دنباله قبلی می‌نویسیم. این دنباله از زیر مجموعه‌های یک 
۱ !۱۱ 2۲ ۸,۷۰۱ 


همین عمل را با دنبالثاخیر و عضو ۴ انجام می‌دهيم. به دنبالة مورد نظر 
مساله هی رسیم : 
2 
۱۳۳۷۲۳۹ :۱۳۶ ۳۴ 


توجه داشته باشید که در این جاء ثابت نکردیم که این تنها پاسخ مساله 
است.. 

٩‏ طول کمان ۸ (نیم دایرة بزرگ) با مجموع طول‌های کمان‌های 
0۱ و (ب) و ۲ برابر است. 

فرض کنید» طول پاره‌خط راست ۸/۶ (قطر نیم‌دایر؛ بزرگ) برابر » 
باشد. بنابراین 


۱ ۱ ۱ 
70 اه 3 ۱8 ۳ |۸6 | 


محیط هر دایره؛ برابر حاصل ضرب قطر آن در عدد 7 است و طول کمان 


نیم‌دایره برابر نصفب این مقدار. بس 
۱ ۱ ۱ ۱ 
«ك#ِ« سح طول کمان ۸۸۰ 0 حص طول کمان ۸/۶ 


۱ 


۱ ۱ ۱ ۱ 
7۷17 << 07۲ 4 - 07۲ 4 - ۲ 
۲ ۳ ِ ۸ 9 ۸ 


#یادداشت. به مناسیت حل این مساله؛ موضوعی را مطرح می‌کنيم که ؛ 
توجه به آن؛ اهمیت جدی دارد. 


موضوع را روی مثال ساده‌تری شرح می‌دهيم. در مثلث غیر مسخص 
نقطه‌های اش ال و "6 وسط #۹« مشلب‌اند (شکل ۶۱). 


به سادگی ثایت می‌شود : 
۵ +۱۸۵۱ - ۱8۵۱ +۱8 + 04| +80 


اگر همین عمل را دربارة مثلث‌های 0۸۲ و ۸6 7 انجام دهیم به ۸ 
پاره خط راست می‌رسیم که» مجموع طول‌های آن‌ها؛ با مجموع طول‌های دو 
ضلم ۸ و ۸0 برایره اسست. فرض کنند) این غمل را ۱۰۰ بار» با ۱۶۹۰۶ 
بار ادامه دهیم» پارمخط‌های راست (که تعدادشان بسیار زیاد می‌شود) مرتب 
به خط راست 90 نزدیک می‌شوند» به نحوی که نمی‌توان آن‌ها را از پاره‌حط 
راست الا تهیز داد. در ریاضیات می‌گویند: این باره‌عط‌های راست رتیه 
به خط راست 7367 نزدیک و نزدیکتر می‌شوند و به سمت آن میل می‌کنند» به 
نحوی که اگر عمل فوق را» بی‌نهایت بار تکرار کنیم بر خود پاره خط راست 


۳۲ ۸ 


آیا از این‌جا می‌توان نتیجه گرفت که: طول ضلع 6 با مجموع 
طول‌های دو ضلع ب گر ۴ )۸ برابر اننی ۷ روسن است که پاسخ یه این 


پرشش» منفی است. 

دربارة «بی‌نهایت» (که آن را با نماد 00 نشان می‌دهند)» نباید اشتباه کرد. 
«پی‌نهایت» یک عدد نیست و کمیّت مشخصی را بیان نمی‌کند» «بی‌نهایت» یک 
مفهوم است و تنها نشان می‌دهد که: «از هر" مقدار مشخصی بیشتر است». 

به همین مناسبت» هر جا با «بی‌نهایت» سروکار داریم» باید درباره 
نتیجه‌گیری‌ها و دربارةٌ مجاز بودن عمل‌ها دفت کنیم تا دچار اشتباه نشویم. 
در «سرزمین بی‌نهایت‌ها». فانون‌هایی حکومت می‌کند که» در بیشتر موردها؛ 
با قانون‌های حاکم بر «سرزمین عددهاه متفاوت است. مجموع زیر را که 
دارای بی‌نهایت جمله است؛ در نظر می‌گيريم. 


مه لا جد ‏ عایت از تقد مسب فد 

اگر ۸ را به این صورت بنویسیم : 

و ماس دا( اس زوس زاس 
برابر صفر می‌شود و اگر به صورت 

| 

پرابر ۱ می‌شود و» عجیب‌تر : 

(. .۱4 ۱4-۱-۱4۲۱ --۱) ۱ < ۸ 
مقدار داخل پرانتز همان ۸ است؛ یس 

۸ << ۱ -- ۸4 


۳۳۹ 


و یا ۱ < ۲۸ که از آن‌جاء مقدار ۸ برابر می‌شود. چقدر عجیب! 
مجموع عددهای درست؛ برابر یک کسر شده است! 

۸ جقدر است: ۱ با ۱- یا ۶؟ در واقم» هیچ کدام! ۸ مقدار معینی 
ندارد. 

در قلمرو بی‌نهایت‌ها» احتیاط کنید؛ در هر گامی که برمی‌دارید» ممکن 
است خطری شما را تهدید کند که موجب اشتباه در نتیجه کار بشود. 

۵ . پاسخ. 


۵ - ۵ مد ۴ ۷:2 << ۸ 9 | 


۱ ساده‌ترین را‌حل برای این مساله. استفاده از نمودار ون در 
مجمرو عه‌هاست. 

به شکل ۶۲-الف توجه کنید. می‌دانیم ۱ نفر هر سه میوة موز سیب و 
گلابی را انتخاب کرده است. در بخش مشترک سه دایره» عدد ۱ را گذاشته‌ايم. 


۲ تفر به سیب و گلابی علاقه‌سندند. در بخش مشترک دو دایره معرف 
سیب و فلانن: عدد ۱ وجود دارد ولی در این بخش باید ۲ نفر باشندء عدد 


۳۳9 


شکل ۶۳ 

۱ را در بخش بافی‌مانده‌ای که بین دایره‌های سیب و گلابی مشترک است فرار 
داده‌ایم (شکل ۲ نت )۱ 

اگر به‌همین ترتیب. به‌بخش مشترک دو دایرٌ مسربوط به‌موز و 
گلابی و» سپس به دایره‌های موز و سیب بپردازيم» همه بخش‌های مشترک 
دایره‌ها پر می‌شوند (شکل ۶۳). در دایرة گلابی باید ۵ نفر باشنده ۱ نفر 
باقی مانده را در بخش غیر مشترک دایرٌ مربوط به گلابی می‌نویسیم و غیره. 
اکنون کافی است هم اين عددها را با هم جمم کنیم. 

پاسخح. بچه‌ها روی هم ۱۰ نفر بوده‌اند. 


۱ پاسخ را در شکل ۳ هی سمل , 
۳ ۷۶ مجذور کامل اضست زیرا بعد از تجزیه» به صورت 


۲ << ۳(۲ 6 ۲۳] < ۳۲ ۲۴ - ۵۷۶ 
درمی‌آید» پس 
۴ جح ۱۰۲ ۲۴۲۱۸ ۱۰۵ ۷ ۵۷۶ 2 ۵۷۶۰۰ 
اکنون» برای عدد ۵۷۵۹۹ داریم : 
۱ - ۲۴۵۲ - ۵۷۶۰۰-۲۷۱ - ۵۷۵۹۹ 


۳۳۱ 


شکل ۶۴ 
و ۳( (۱ سپ ۰ )(۱ ت ۳۰) سب 


بنابراین ۰۵۷۵۹۹ عددی اول نیست (۲۳۹ و ۰۲۴۱ عددهایی اول‌اند). 

۴ برآغازه مطلیی را بهیاه بیاوریم: باقن‌ماند؛ حاصل از تفسیم یک هد: 
تور کل بر چه تم‌تند درل ۲ باشنه دیا سین یک عده طیمی بر 
۳ به یکی از بافی‌مانده‌های 


می‌رسيم. اگر عدد بر ۳ بخش‌پذیر باشد» مجذور آن نیز بر ۳ بخش‌پذیر 
است. اگر از تقسیم عدد طبیعی بر ۳ به بافی‌ماندة ۱ برسیم» در تقسیم 
مجذور آن بر ۱ هم به همان باقی‌ماند ۱ می‌رسیم؛ و اگر باقی‌ماندة نقسیم 
عددی بر ۳ برابر ۲ باشد. باقی‌ماندة حاصل از تقسیم مجذور آن بر ۰۳ برایر 
باقی‌ماندهٌ حاصل از تقسیم ۰۲۲ یعنی ۴ بر ۰۳ است که همان عدد ۱ می‌شود. 

پس باقی‌ماندهٌ عدد "بر ۳ برابر است با » یا ۱ و در نتیجه باقی‌ماندة 
حاصل از تقسیم ۱ + "1 بر ۳ برایر است با ۱ الا هرگز 


پر ۳ بخش‌پذیر نیست. 


۳۳۳ 


ولی اگر برای نوشتن عدد ده‌رقمی ۱ + 77 از هر ۱۰ رقم استفاده شده 
باشد) مجموع رقم‌های آن برابر 


٩1... 1 ٩ << ۵‏ ۲ +۱ + ه 


می‌شود و بنابرایر/رباید عدد ۱ + 97 بر ۳ بخش‌پذیر باشد که ممکن نیست. 


ت۱9 داریم : 
4۰ .444 ۱ ۲ و۱ 
۱۳۷۵ رفم 
ات9 ۳ ۱۵ 
۹ 5 7۳۹ ۸۱ 


بنایراین خواهیم داش 
یی ۳۳ ۷۳9 ٩‏ سس ۷ 
۹ دپ۹۵۰9۹ ۸۱ 
۵ می‌شود. از طرف دیگر» مجموع رقم‌های عدد ۱۳۷۵ برابر ۱۶ و؛ در 
شححه ) مجموع رقم‌های عدد 
۷۵ ۱۱ ...۱۱۱ 
۱۳۷۵ رقم 

گوئه‌اند. 

به عنوان مثال» هر عددی که به صورت ۲۲ + /۳) باشد ( 1۷ ح‌ 1 


نمی تو اند یه حیه زبس تین قو دو لد نوشته شود که یکی از آن‌ها محذور کامل 


۳۳۳ 


و دیگری عددی اول باشد. این مطلب را ثایت می‌کنيم. را عددی طبیعی 
و 2 را عددی اول در نظر می‌گيريم و فرض می‌کنيم بتوانيم بنویسیم: 


1 4 آ - ۳1 + :۳۸]) 
از این برابری؛ را به دست می‌آوریم: 


( +۲ +۳۸)( ۲ +۳6۸4) < 7۲ - (۳۲+۲) < و 


7 عددی است اول و بنابراین» باید داشته باسیم : 
۱+ ۳۸ < 1 ج- ۱ < ۲-1 + ۳۸ 


بعنی» عدد اول ۰ جنین می‌شود: 


۶٩4۳‏ - ۱+ ۲+۳۸ +۳۸ -< ۲+۱۰ +۳۸ < و 
(۱ +4 :۳)۲۸ < 


که برای ۰ < ۸ ممکن نیست. زیرا ‏ باید عددی اول باشد. 

به این ترتیب» به شرط این که عدد طبیعی :۰۸ عددی مثبت باشد» همه 
عددهای به صورت ۲(۲ + ۳۸) پاسخ مسالة ما هستند که تعداد آن‌ها 
بی‌نهایت است. 

یادداشت. عددهایی که قابل تبدیل به مجموع یک مجذور کامل و یک 
عدد اول نباشند» محدود به عددهای به صورت ۲(۲ + :۳۸) نمی‌شوند. مثلا 
شما می‌توانیل: با استدلال مشابهی ثابت کنید» هر عدد به صورت ۳(۲+:/۵) 
هم از این گونه است. عددهای ۳۱ و ۳۴ را که در آغاز حل آوردیم منطبق 
بر هیچ کدام از عددهای "(۷ + ۳۸) یا "(۳ + /۵) نیستند (چون مجذور 
کامل نیستند). 


۳۳۴ 


1۷ وفتی 1 را در سمت چپ ل بنویسیم عدد شش رفمی حاصل» 
برایر ۷ + ۱۰۰۰2 می‌شود وه همچتین » در حالتی که را در سمت راست 
بنویسیم» عددی شش رقمی برابر 2 + ۱۰۰۰0۷ به دست می‌آید. اگر فرض 


کنیم لآ خر 2 تفاضل اين دو عدد شش رقمی؛ برابر 


٩۹۹) - ( < ۳۷ < ۲۷/۰ - 


می‌شود که به روسنی ۳ ۳۷ بخش بذیر شتا 
۸ برابری فرض را به این صورت می‌نویسیم : 


م < ۲( + 0+ *ه) -(۵۶ + + ۲)۵ 
عبارت سمت چپ برابری اخیر را تجزیه می‌کنيم : 


- ۲( + "و + آو) -(۵ی + 9 + ۲)۵۸ 

+ ۲۵۲۵ + ۲۸۳۵۴ + + 0 + ) -(۲۵ + ۲ + ۲۵۶۸) - 
۲۵۲۲ - آم۷۵ - ۸-۷۵۳۵ + و + ۸ < ( ۲۵6 + 
۴۵۲۲ - ۲( - وا + آه) -< 
(۲۵۲۸۲ - ه - وا + آه)( ۲۵۲۵ + کل - که + آم) - 

[6۲ - ("۵ - آه)][ - (۵۲ + آه)] - 

("م - ها - "ه)(۳ + 9۲ - آه)(۳ - که + ۲ه)( + 9۲ + ه) - 


حاصل‌ضرب این چهار پرانتز باید برابر صفر باشد» پس دست کم یکی از 
پرانتزها برابر صفر است. 

وا (یرانتز اول) نمی‌تواند برابر صفر شود (مجموع سه عدد 
مثبت» برابر صفر نیستند)» پس یکی از سه پرانتز دیگر برابر صفر است و 


۳۳ ۵ 


در هر حال» مثلث قائم‌الزاویه می‌شود (مثلث در راس روبه‌روی ضلع » یا 
در راس روبه‌روی ضلع ۵ و يا در راس روبه‌روی ضلع 6 قائمه است). 
۹ عدد ۵۳۲ + ۲ قابل تجزیه است: 


۳۱ + ۸۱۲ ۳ + ۵۱۲ + ۷ ۵۶ - ۲۷۸ ۷ ۶ 
- )۲۷ + ۵۶(۲ ۰ (۳۲ ۷ ۵۳(۲ 
< )۲۲ + ۵7 + ۲۴ < ۵۳()۲۲ + ۵* - ۲۳ ۷ ۵۲( 
- ۱۷۷۵۳ ۶ ۲۳ 


۱ 
6 عددی زوح است؛ پس 5 و ۷ یا هر دو زوج و یا هر دو فردند. بتابراین؛ 
و + 2 و و - 2 عددهای زوج و گت و لح عددهایی درست‌اند. 


از طرف دیگر داریم : 


1 ۱ ۲ 
7 ] ۲ - ۱ ۱ 
۱ ِ / ۱ ِ < ۱۷ 


1 ۲ 


۱ ۱ 
1 < ( ۷ + ف < ( 1 + ۲2 - + 


۱ سه زیر مجموعه را ۰۸ ۷ و ۸1۳ می‌ناميم و فرض می‌کنيم»؛ 
حکم مساله نادرست باشد یعنی اگر دو عضو از دو زیر مجموعهٌ مختلف 
در نظر بگيريم؛ مجموع آن‌ها متعلق به مجموعه سوم باشد. 

دو عدد 6 و یکی فرد و دیگری زوج را متعلق به دو مجموعهٌ مختلف 
فرض می‌کنيم. بدون این که به کلی بودن بحث لطمه‌ای وارد شود » را فرد 
و متعلق به 0۰/۷ را زوج و متعلق به ۸۱ فرض می‌کنيم. به ترتیب» باید 


۳۳۶ 


داشته باسیم : 


۱ ۱ ۰۱ 2 »6 
۷۰ ع 0 4 ج ۳ 
۰ ع ۲6۵ + م جح دق 
۱ ۱ ۱ ۰۱ ۶ ۲۵ + »6 
+ ع ۳۸ + جح مهد[ 


اگر به همین ترتیب ادامه دهیم روشن می‌شود که عدد 6 + ۰.6 در حالت 
روح بو دنل ا/ عضو ۳ و در حالت فرد بودن 11 عضو ۳۳ ی 


۱ » + ۲۸: 2۵ ۲۰ (۱ 


۲ (۱ + ۲۶) + 
با همین استدلال و همین روش می‌توان نتیجه گرفت : 


۱ ۲۸:6, + 6 2 ۰۷ 


1 
) ۲۸ + ۱( 4+ 0 6 ۰ (1) 


۱۵ + 40 توجه می‌کنيم. از یک طرف داریم : 


4۵ ۱۵ +4 ۲۳۴۰ ) < 6 + 0 +۲۱۵4 < + +60 
که بناپر (۲) باید عضو زیر مجموعة ۸۸۳ باشد: 
(۳( ع 6 + (۱ + ۲۰ ) 
از طرف دیگر» همین عدد را می‌توان این طور نوشت : 
+4 ۱۵+ 6) ع 9 + + نم 


۳۳۷ 


عددی فرد و ۱ + » عددی زوح است. ۲ < ۱ + 4 می‌گیریم: 
۵ 4 ۲۵ < 0 + ۰ 604 

که با توجه به (۰)۱ باید عضو 6۱ باشد: 

۵0 + » + 0 6 ۰ )۴( 


مختلف انتخاب کنیم» مجموع آن‌ها. ممکن است عضو زیر مجموعهُ سوم 
امد 


(۲۸2) + (ن۲۵) + اج ارو ه) ‏ اد رو ) 


(درستی این اثحاد را ثابت کنید!). در ضمن اگر ۲ را کو جکترین عدده 
از پین سه عدد 3 و ۷ و 2 فرض کنیم» در سمت راست اتحاد بالا» مقدار 
داخل برانتز اول مخالف صفر می‌شود (مقدارهای داخل دو برانتز دیگر؛ به 
خودی خودء مخالف صفرند). 
۳ عبارت ۳ + *» قابل تجزیه است: 
۲ - ۲( ۲۵ د ۵ ۴۵ +4 6 


(۲۵۵ + ۲۵۲ + ۲۸۷۱۵۲ - ۲۵۲+ آ») - 
ینابراین» عدد ۴۵۳ + "» هميشه عددی مرکب است. مگر وقتی که داشته 


۲ + ۲6۵ - ۲۸ < ۱ 


۳۳۸ 


قع (۱ب )+ (و-ه) 


و اين برابری تنها وقتی برقرار است که داشته باشیم : 


۵ عد | ی ] 
-- ۱ - آ ۱ 
که از آن‌جا به دست می‌آید : 


اس ان :0یا ۱ دج سد عم 


و در هر دو حالت. برای ۴۷۳ + 6 عدد اول ۵ به دست می‌آید. 
۴ باقی‌ماندةٌ حاصل از تقسیم عدد ۲ بر ۳ را می‌توان برابر ۱- 
۱ س: ۲ 26 ۱ :۲ 
بنابراین» باقی‌ماندة حاصل از تقسیم عدد "۲۳۳۹۳۲ + ۱ بر ۰۳ برابر است 
پا: 
۳ رتاش ۱ ۳ تب ۳ 


عدد مفروض بر ۳ بخش‌بذیر است و عددی اول نیست. 


۵ . عدد دهدهی مورد نظر را؛ با رفم‌های بیشتری در نظر می‌گیریم : 


9 ۵.۰ 


این دنباله راء که هر عضو آن شامل دو رقم متوالی این کسر است. در نظر 
می‌گیریم : 
)۱( ۰ ۱( 6) ۰( ع6) +( به) 


۳۳۹ 


رقم‌های از » تا ٩‏ تنها به ٩۰‏ نوع مختلف می‌توانند دو به دو در کنار هم 
قرار گیرند (چرا تنها ٩۰‏ نوع؟). بنابراین» اگر دنبالة (۱) را ادامه دهیم 
حداکثر تا جملهٌ نودم ممکن است» جملهُ (,0) با یکی از جمله‌های دیگر 
اين دنباله» تکرار نشود (چه بسا که خیلی زودتر از آن به اين جمله برسیم)؛ 
تکرار (0,0): یا هر جملهٌ دیگر دنباله. به معنای آن است که از آن‌جا به 
بعد؛ جمله‌های قبلی با همان ردیفب تکرار می‌شوند» یعنی کسر دهدهی ماه 
دوره‌ای است. مثلاً فرض کنید» عدد دهدهی ما با دو رقم ۵ و ۷ آغاز شده 
باشل : 
...۰/۸/2۷ 


اگر طبق شرط مساله. رقم‌های بعدی را تعیین کنیم؛ به دست می‌آید (تنها 
رقم‌ها را نوشته‌ایم) : 

۵۳۷ ۲ ۶ ۱ ۷ ۵ ۱.۰ ۳۵ ۲۳۰ ۷ 

۷ ۱ فلا ۸۱ ها ۷۸ ۱ ۷۵ .۷۱ ٩۷۲‏ 

۳۱ ظفل گ ۱ ۲ ا فا ۷۲ ( نا 

۵۷ 
می‌بینید» سرانجام؛ بعد از ۳۰ زوج عدد (یعنی در رقم‌های شصت‌ویکم و 
شصت‌ودوم) به همان زوج نخستین ۵۷ رسیده‌ايم و روشن است که از آن 
به بعد) همان شصت رفم قبلی پشت سر هم تکرار می‌شوند. کسر دهدهی ما 
دوره‌ای ات ۴۲ کو حکترین دوره دش آن یک عیل.د ۳ رقمی اضیت. 
ولی اگر کسر دهدهی ما با دو رقم ۴۳۲ آغاز شده باشد: 


۲۱ ره 


خیلی زود به ور می‌افتد : 


۰۸ ۴۲۶۸۴۲۶۸۰, ۰, < ۰ )۴۲۶۸( 


و۲۴ 


۶ با آن که برای حل این مساله» می‌نوان از راه‌های کوتاه‌تری استفاده 
کرد» برای این که با روش کلی حل این مساله‌ها آشنا شوید آن را با روش 

برای این که عدد ۱۳۲۳ - ۴۷۳۲ بر ۱۰ بخش‌پذیر باشد باید عددهای 
۳ و ۱۳۲۲ به یک رقم ختم شده باشند» ولی برای هر دو عدد کافی است 
تنها به رقم آخر پایه توجه کنیم و بينيم ۷ و ۳۲ به چه رقم‌هایی ختم 
شده‌اند. 

۳ برابر است با ۲( ۷۳) يا ۳۴۳۲۲ یعنی باید رقم سمت راست عدد 
را محاسبه کنیم. داریم 


۷ که ۳ج ۲ .۳۱ 


پس باید رقم سمت راست "۷ < ٩‏ يا ۳۴۳ ٩‏ را پیدا کنیم که برابر ۷ 
اسست : لد ۴/۳ رد ۷ حتم ماه ات اه 
۳ نز امس ی ق و 3 اد دید‌یم ۲ به ۷ ختم می‌شود. 


ف 


آمتتتت: 


(۱( و اج را پر اه ...1 ۲ ۲ 2۳۱۲ 


11 حمله وحود دارد و ا هر حمله آن برابر ۱ يا ۸ - ات بنابراین برای 


جمله‌هایی باشد که برابر ۱-- هستند. یعنی 17 عددی زوج انشت 2 ۲۸۴ اعد و 


رش 


از طرف دیگر؛ اگر همه جمله‌های سمت چپ برابری (۱) را در هم 
ضرب کنیم به عبارت 


او 2 ) 


می‌رسیم که عددی مثبت است؛ ولی برای این که حاصل ضرب چند عدد 
که هر یک از آن‌ها با ۱+ و يا ۱- است» عددی مثبت شود. باید تعداد 
جمله‌های منفی (و همچنین تعداد جمله‌های مثبت) عددی زوح باشد یعنی 
۸ عددی زوج و 7 بر ۴ بخش‌پذیر است. 

۸ یکی از ۶ نفر را در نظر می‌گیریم. روشن است که در بین بنج 
نفر دیگر» می‌توان سه نفر پیدا کرد که اين فرد یا هر سه نفر را بشناسد و يا در 
بین آن سه نفر آشنایی نداشته باشد. بدون این که به کلی بودن راه‌حل لطمه‌ای 
وارد شود .مي‌توان فرض کرد که هر سه نفر را بشناسد. این سه نفر را ۰۸4 
7] و 7 می‌ناميم. اگر دست کم دو نفر از این سه نفر» با هم اشنا باشند؛ 
آن وقت» این دو نفر همراه با نفر انتخابی ماء یک گروه سه نفری را تشکیل 
می‌دهند که دو به دو یکدیگر را می‌شناسند. ولی اگر از ۸ و 1۶ و ) 
هیچ کدام با هم آشنا نباشند» خودشان گروه سه نفری را تشکیل می‌دهند که 
دز به دو» با هم اشنا نیستند. 

یادداشت. راه حل این مساله را؛ می‌توان روی شکل نشان داد. هر یک 
از ۶ نفر را با یک نقطه و بستگی بین آن‌ها را؛ با پاره‌عط‌های راستی که دو به 
دوی این نقطه‌ها را به هم پیوسته‌اند» نشان می‌دهیم: اگر دو نفر با هم آشنا 
باشند» با پاره‌عط راست کامل و اگر یکدیگر را نشناسند. با پاره‌خط راست 
نقطه‌چین (شکل ۶۵). 

شکل‌هایی عثل شکل ۶۵ (الف یا ب) را» در ریاضیات» گراف گویند. 
هر یک از نقطه‌ها» یک راس و هر یک از پاره‌حط‌های راست. یک یال گراف 


۳۳ 


اگر سه نفر؛ دو به دوء با هم آشنا باشند» در گراف» مثلثی را تشکیل 
می‌دهند که ضلم‌های آن؛ پاره‌خط‌های راست کامل است (نقطه‌های ۸ و ] 
و ۶ در (شکل ۶۵-ب) و اگر دو به دو با هم ناآشنا باشند» مثلثئی را تشکیل 
می‌دهند که؛ ضلع‌های آن؛ با باره‌حط‌های راست نقطه‌چین نشان داده شده‌اند 
(سه نقطه ۸ و 0 و ) در شکل ۶۵-الف). 

نقطه‌ای از گراف. مثل را در نظر مسی‌گیریم. بسی تردید؛ سه‌نقطه 
پیدا می‌شود که یا هر سه با خط‌های کامل به ۱1: وصل شده‌اند و یا هر سه با 
خحط های نقطه‌چین. در واقع؛ به جز ۰۸ پنج نقطه دیگر وجود دارد؛ بنایراین 
اگر کمتر از سه نقطه با خط‌های کامل به ۸ وصل شده باشند؛ به معنای 
آن است که» دست‌کم سه نقطه با خط‌های نقطه‌چین با /۸۱ بستگی دارند و 
برعکس.در شکل ۶۵ نقطه‌های ۰4 13 و ") را در حالتی فرض کرده‌ايم 
که با خط‌های کامل به /۱: وصل شده‌اند (و این به کلی بودن استدلال ما 
لطمه‌ای نمی‌زند) ؛ یعنی فرض کرده‌ايم: هر سه نفر ۰۰۱ 13 و )با ۸ آشنا 


اکنو ن روشن اتنین که اگر سس ۷ ۴ ۸ و 9 دور رشمله بیدا تسود که 


۳۳ 


با خط کامل به هم وصل شده باشند (شکل ۶۵-الف) به معنای آن است 
که ۸ و 8 و (). سه نفری هستند که هیچ کدام از آن‌ها؛ با دو نفر دیگر 
آشنا نیست. ولی اگر تنها دو نقطه از سه نقطهُ ۸ و 3 و با خط کامل 
به هم وصل شده باشند» آن وقت آن دو نقطه همراه با ۰۷ سه نقطه‌ای را 
تشکیل می‌دهند که دو به دوء با خط کامل به هم وصل شده‌اند (یعنی ۸ و 
و )؛ دو به دی با هم آشنا هستند). 

همین قدر یادآوری می‌کنيم که؛ با استدلالی ظریف‌تر» می‌توان ثابت کرد 
در بین اين ۶ نفر» دست کم دو گروه سه نفری وجود دارد؛ به نحوی که در هر 
گروه؛ یا همه یکدیگر را می‌شناسند و یا هیچ کدام را نمی‌شناسند. به عنوان 
نمونه» در شکل ۶۵-الف» در گروه سه نفری (/) ,9 ,۸۸) و (۸۷ ,ظ ,۸۲) 
و در شکل ۶۵-ب. دو گروه سه نفری (:), ,۸) و ( ,۷ ,۸). 

: به ترتیب داریم‎ ٩ 


64+ -- ۷ 6-6 + 06 > 

< ۱ + (6-۱) + (6 -6) + (06 -0) + (60 -ع60) < 
۱ + (۱-6) - (0)۱-60 + (6 - 0/۱ + (6 - 60)۱- << 
< ۱ + (۱- 6 + 0+ ۷0-)(6 -۱) < 

< )۱- (]۵)۱- ۰( - )۱- ([ + ۱ < 

)۱- (۱ - 6()0-۱( + ۱ < 

(م - 0()۱ - ۱( --۱) ۱ 


1 
۷۱ 


(م - 6۱/۱ - ۱)( --۱) 
هميشه غیر منفی و مقدار عبارت ما؛ نمی‌تواند از ۱ بزرگتر باشد. حداکثر 


۳۳۴ 


مقدار عبارت ما برابر است با ۱ و وفتی به دست می‌آید که دست کم یکی از 
عددهای ۰ ۵ يا » برابر واحد باشد. 

۰ مجموع عددهای سه راس هر مثلث برابر است با ۰۶ پس مجموع 
عددها در راس‌های ۱ مثلث برابر :۶ می‌شود و بر ۶ بخش‌پذیر است. 

از طرف دیگر؛ اگر در هر یال منشورء مجموع عددها برابر ۵۵ باشد» 
مجموع عددها در سه یال منشور؛ برابر 


۵ <- ۳ *« ۵۵ 
می‌شود که بر ۶ بخش‌پذیر نیست. 


۱ به این اتحادهای ساده توجه کنید: 


۲ ۱ ۱ 
۳ 


1 ۱ ۰۰ ۰۰ 


بنابراین» عبارت سمت چپ برابری مفروض را می‌توان این طور نوشت: 


ی م.. ل. ۱ ۱ 
5 4 ۲-۲ 7۷ 3-۸ 


یس هب 

17 ) و‎ ۱۱) + ۱۰( ۰ ) - ۲()۲ 4 ٩( 
۱ 

02-۱۰۱ 


وروی ویو | ۱ 


۱ 
«<< 


ب حات 


۲ کافی است به این نکته توجه کنیم که 

۹ << ۴۰ + ۱:۹ - ۶۶ + ۸۳ - ۹۶ + ۵۳ 
اکنون فرض می‌کنیم : 

ج ی ۲( ,۵۲ << ۱۳۹۰ سس « 
در این صورت عدد مفروض» به این صورت درمی‌آید : 

() - )(0 - 04()8 - 3) + ع0 
که اگر پرانتزها را در هم ضرب و» سپس ساده کنیم» چنین می‌شود : 
06(۱ +64 4 00) + 0 + +0۸4) - 212 


۳. با توجه به شرط مساله یعنی 


۷ - 0 - آم‎ <  - 7+: 


11 1 


۳۹99۳ 


به ترتیب داریم : 


۲/6 + 0()/64+ ()66 ٩4 00 - ۷( < 

< (/۲۸ - ۲۵ +۱۲۵6( +ع)(ه0 دم) - 

< ( 6 - ) - (0 - 0) - ۲۵ +۲۵۵( 064 +ه) - 
< [( -) - ( + 0(])0 4ع)(0 +ه) - 

> 0 +۰ +0 - 6( جه جم 0 جما دم 


1 ۱ 1/6 
- [ و 4+ | وم -۸+») ۵ +( جم) - 


ات 
( +)(0 +ه) 
< ۸۲۲ +( +6)( + )0-۲۸ 064 +1 - 


- ])64+ 0()64+ ( - ۸[" 


< )64+ (64 ۵( 0 + (64 ( - ۲۸ + 


۴ با توجه به فرض 
+ ع 6( جع ال دهع آه 
عبارت سل ی را تبدیل می‌کنيم : 
مس اج ۰ اج لد ان : کل ام آنمعع ام + اد ان 
< ۲( +0 + ۳ +۱0۲)۸4 +۲( +۲)0» - 
< (0 +4 + ۲۸۷۵/۵ +0۲6 + ۵6 + ۲/۸۲۲ -< 
< ( عم + آع 0 + ۲/۵۲۲ سب 
( + 9۲ + ۲-۵( + 0 + 0) < 
(توجه کنید: بنابر فرض داریم ۰ ه + + 4) 


۳ ۷ 


اه این ترتیسا؟ به دست آوردیم : 
(؟م + او + آه) - (۵ + ۵۲+ اه) < که + 9+ آه 


که اگر پرانتز درم اسب راست برایری را هیوست چپ ببریم » به دست 
می‌آید : 
4 ۵) ِ (6 + ۵۳ + ۲/۵۲ 


و اين» همان جیزی است که لازم داستیم. 
۵ نه! انوشه و روزبه با هم به شهر 13 نمی‌رسند. در واقع؛ اگر فاصله 
از شهر ۸ تا شهر 7 را» برابر » کیلومتر بگيريم انوشه به اندازة 


۱ ۱ 
4 9 
1 1 /1 0 


۷ 
(ساعت) کر " 7 ِِ 
و روزبه به اندازه 
۱ 0 
(ساعت) )سب ح سب 
و۷ و۷ 


۷ ۱ 7 
در راه نو ۵ و اسیت. عددهای برع ‌ ۷ با هم برابر تسستتتك : 


۷ ۴۹ ۱ ۳۸ 


۵ ا و۷ و۳۳ ۴6۸۵ 


2 ۷ و 
یعنی انوشه به اندازه و۳۳۶ ساعت دیرتر از روزبه به سهر 9 می‌رسد. 


برای پاسخ به پرسش دوم مساله» فرض می‌کنيم؛ انوشه باید در :3 
کیلومتری شهر ۰۸ سرعت خود را عوض کند؛ یعنی برای اين که با روزبه 
در یک زمان به 3 برسد 7 کیلومتر را با سرعت ۶۰ کیلومتر در ساعت و 


۲ ۴۸ 


بقية راه» یعنی (2 - ») کیلومتر را با سرعت ۸۰ کیلومتر در ساعت برود. 


در این صورت. باید داشته باشیم: 


و۷ 5 ۸/ ۳ 
که بعد از ساده کردن» چنین می‌شود: 


۵ . 0 سس 6 لل 
۷ ۸ ۶ 


دو طرف برابری را در ۷ < ۲۳ ضرب می‌کنيم : 


۲۸ + ۲۱/۵ ( << ۵ 


مثلاً اگر فاصلهُ بین دو شهر ۸ و 17 را ۱۰۵ کیلومتر فرض کنیم» انوشه باید 
در فاصله ۱۰۵ ۳4 یعنی ۴۵ کیلومتری شهر ۸؛ سرعت خود را از ه ۲ 
به ۸۰ کیلومتر برساند (۴۵ کیلومتر را با سرعت ۶۰ و ۶۰ کیلومتر بقیه را با 
سرعت ۸۰) تا در یک زمان (یعنی بعد از یک ساعت و نیم از لحظه حرکت) 
به شهر ۶ برسند. 

او ۳ کافی است به کمک عددهای ۱ تا ۰٩‏ یک مربع وفقی ۳ « ۲ 
بسازیم (شکل ۶۶). می‌توان بطری‌های شیر را؛ به صورت سه سطر یا سه 
ستول این حدول بین سه خانواده تقسیم کرد: هر خانواده صاحب سه بطری 

یادداشت. مربع وفقی یا مربع جادویی؛ به مربعی گویند که دارای 72 10 
خانه باشد؛ در ضمن ۳ عدد طبیعی را طوری در خانه‌های آن قرار داده 


۳۳۹ 


باشند که» مجموع عددهای هر سطر با مجموع عددهای هر ستون و هر قطر 
برابر باشد. شکل ۶۶ + یک مربع وفقی ۳ « ۲ را نشان می‌دهد که» مجموع 
عددها در هر سطر هر ستون و هر قطر آن برایر ۱۵ است. 

مربع‌های وفقی از هزاران سال بیش و در بین بیشتر ملت‌ها شناخته شده 
بوده» ولی در گذشته‌های دور بیشتر به منظورهای بی‌پاية جادوگری و فالبینی 
به کار می‌رفته است. در زمان ما از مربع‌های وفقی می‌توان به عنوان وسبله‌ای 
برای سرگرمی با عددها استفاده کرد. 


۷ این ابرابری» به ازای عددهای دلخواه » و ۰6 هميشه برقرار است : 
۱ ۰ ۳ ۲ 
)۱( ۵ < اد ن 


زیراه اگر ۲۵ را به سمت چپ نابرابری ببريی به نابرابری روشن زیر 


می‌رسیم . 
دح لا 8 


اگر پرانتزها را در عبارت صورت مساله در هم ضرت یه همه تواد‌های 
روج تاه از 0 ۰ نه دستت می‌آید (روی هج ۱ حمله) . ای تابرابری‌ها 


۱ 2 >> ۳ 


و ۵ ۲ 


۱ ٩ ۰۰۰۰ 


که از مجموع آن‌ها به دست می‌آید : 
او بو او وی ود 
و یا 
و ۱۰:۳2 ی تا ان اف 
۸ به این معادله توجه کنید: 
)۱( و < (6 - 0()8 - )0 - 8 ) 


حاصل ضرب اس برانتز ) تنها وفتی می‌تو اند برابر صفر باسّد) که شتا کم 
یکی از پرانتزها برابر صفر شود یعنی 


۵ < ع - 8 یا ه << 6 - 5 ياه < » -- ۲ 
ال 


( 2۱ یعی جوابت اول ؛ ۳ 1 ء یعنی جواب دوم و ۰:۳+ یعتی جوابت سوم 
معادله. در ضمن؛ جواب هر معادله را؛ ريشة آن معادله گویند.) 


۳ ۵ ۱ 


معادلُ (۱) را؛ بعد از ضرب پرانتزها در یکدیگر» می‌توان این طور 


نوشت : 


(۲) ۰ < عنه - »(عط +6 +0۵ه) +«( +۷94د) - 2 
معادله‌های .(۱) و (۰)۲ یکی هستند» یعنی ریشه‌های معادلهٌ (۰)۳ همان 
ریشه‌های معادله (۱) است. 
اکنون روشن است؛ اگر بدانیم: 
+ 0 + اي <ع +6404 
رمک + لو + نع 6 64 +60 
<< ع6 ۱ 


ه < ۵06 - (06 +64 +9۱ه) + اد +4۷0) - 5 
» عد ای - ( ۵ + ول + و۵) + ۲ج( + + ه)  _-‏ 


یعنی ریشه‌های دو معادله یکسان است و مجموعه‌های 
۱ ,تا ,1۵ و 16:96 


اکنون دیگر حل تمرین ۳۸ دشوار نیست. با آزمايش و به سادگی معلوم 
می‌شود که : 


1۸۱ + ۲ ۲ 1۳ << 1 + 1۲ + ۳, 


۴ + چا ۱۲ 2 1۸۷۲۱۸ 4 ۱۷۳۳ + 11۱1۸۲ 


و بنا به فرض مساله 


1۱10۳1۳ << ۲۳ 


۲۳ 


و بنابراین 


(۵۳ 0۲۱ وت < (۷۳ ,4 ,1 
۳۹ در آغاز به این نکته توجه کنیم که عدد پنج رقمی 
٩ ٩٩‏ 
بر ۴۱ بخش بذیر 7 
۹۹۹۹٩ - ۳۲ ۷ ۴۱ ۶ ۷۱‏ 
اکنون عدد پنج رفمی 0606 را در نظر می‌گيريم و فرض می‌کنيم؛ بر ۴۱ 
بخش ‌پذیر باشد. نخستین عددی که از تبدیل دوری رقم‌های اين عدد به دست 


۳۳ 


که آن را می‌توان؛ اين طور تبدیل کرد: 
( ۱۵۰۰0۵۰6 - )هو هه و ۱ ( 4 6 ۱۰۵۵۵/٩‏ ع 0ع/0ع۵ 
0 - ۱۰۵0/6 < 
هم عدد 066 (بنا به فرض) و هم عدد ۹۹۹۹۹ (بنا به توضیح بالا) بر 
۳۱ بخش پذیرند » بنابراین تقاضل 


۷۵ - امه ۱ 


یعنی 6060 هم بر ۴۱ بخش‌پذیر می‌شود. 
یادداشت. در این مساله می‌شد. به جای ۰۴۱ از عدد ۲۷۱ استفاده 


کر ۰ اگر یک عدد پنج رقمی بر ۲۷۱ بخش‌پذیر باشد» هر عدد پنج‌رقمی 


۳۳ 


دیگری سب ۰ که از تبدیل ذوری این عدد به دست آیدء پر ۲۷۱ بخش‌یدیر 
استا 


۰ از برابری 
۵-8 <(۱ +۵9 + 9/۵۲ - ۱۱+ ۵9 + 9اه 


روشن می‌شود که چون ۵+۱ + و و ۱ +۵04 + آه بر ۱ + واه + ۵ 
یهنی ۷ - 4 بر ۱+ 0 + آر بخش ‌ذیر باشد و این ممکن نست. مگر 


در حالت » < 9 - ۰4 یعنی 0 < 4». 


۱ ار فرض کنیم: 
ره اه دص جح از دح 
با آزمایش روشن. می‌شود که :۳ - ۲-۲؛ از آن‌جا 
۳۶2 < ۲۲ 
اکتون داریم : 


۳ وی و را ۳ 
حج ۲ 4 + - اد و ح< لد اد 1۳ 
۳ ۳ 
ورو۳۳ لا و 1 ال < 


<< )3 ۳ ۷ - 2/۲ ۸ ۲: - 9 ۴ 9 402[ 


(برای آخرین تبدیل از اتحادی استفاده کرده‌ايم که در صفحهٌ ۱۸۷ جلد اول 


این دوره کتاب درسی دیده‌اید) . هه این ترتیب ‏ علد 
۲۳ 1 ۶۷۵ 4 ۵۱۲ 


و 


پر سس ی یعنی ۴۶۷ پخش‌بذیر و عددی مرکب است. تمامی علد ب 
به این صورت فابل تجزیه است: ۱ 


۳۲۹ ۳۶۷ 7 ۱ 


۲۳ وفتی اولی ۲ مهرهٌ سیاه از جعبة خود درمی‌آورد» باید بی‌تردید روی 
برچسب جعبه او نو شته سده باسد ۲۱ سیاه و ۱ سشدا ؟ جون می‌داند نوشته 
برچسب با درون جعبه فرق دارد» می‌اندیشد که در داخل جعبه باید یکی از 
سه حالت زیر باشد: ۱) ۲۱۰ سفید و ۱ سیاه» ۲) ۳۱ سفیده ۳) 
۳ سباه!. ولی جون ۲ مهره سباة یرون آورده اسشست) حالت‌های ۱( ۴ ً( 
نمی‌تواند وجود داشته باشد؛ تنها حالت سوم می‌ماند : 

شا درول جعیه اولی ۳ مهرد سبأه و جرد داسته ات 

در ضمن. با اعلا م اولی که امن ۳ مهرد سیاه بیرود آورده‌ام و می‌توانم 
رنگ مهر؛ باقی مانده را اعلام کنم»» سه نفر دیگر هم از رنگ ۳ مهرهُ درون 

روی برجسب جعبه نفر دی .۴‏ بی شک توشته نو د ۵ تا ۱1 سباه و ۲ 
سلیلا ) زیر وفتی یک مهرهُ سباه و یک مهر ه ستیل بیرول آورده است ۰ از یک 
طرف می‌داند در حجعه او ۳ مهره سیتاه تست (حون این ۳ مهره در جعبه 
اولی قرار داشت) از طرف دیگر می‌داند در جعبه او :۱ سیاه و ۲ سفید هم 
نیست» (چون محتوی جعبه با برچسب روی آن اختلاف دارد"؛ در ضمن در 
جعه او ۳ مهر ة سفید هم نمی تواند وجود داسته تاسل (زیرا با ۳ مهره سشید + 
نمی سد ۱ سباة و ۱ سشد از آن خارح کرد) ؛ تنها از می ماند که مه ههای 
داخل جعبه او ۲۰ سیاه و ۱ سفید» باشد و بنابراین؛ رنگ مهرة باقی‌مانده در 
جعبه او» سباه است : 

در درون جعبه دومی ۲ مهرة سیاه و ۱ مهره سفید قرار دارد. 


دو نفر بافی‌مانده هم: با استدلالی که پیش خود می‌کنند؛ به همه این 


۳ ۵ ۵ 


نتیجه‌ها می‌رسند. 

سومی به برچسب روی جعبه نگاه می‌کند» باید نوشته شده باشد «۳ 
سیاه»» زیرا؛ اگر برچسب جعبهٌ او :۳ سفیده را اعلام می‌کرد» چون ۲ مهرة 
سفیل ببرون آورده و حون می‌داند برجسب با درون جعبه فرق دارد» بلافاصله 
می‌فهمید در جعبه» تنها حالت ممکن» یعنی :۱ سیاه و ۲ سفید» است. ولی 
چون می‌گوید نمی‌توانم رنگ مهرةٌ باقی مانده را بگویم باید روی برچسب 
جعبه او نوشته سده باسد : ۲۱ سیاه». 

و چهارمی که همه این‌ها را می‌فهمد به سادگی؛ هم به نوع مهره‌های 
درون جعبه و هم به نوشته روی برچسب جعبه خود پی می‌برد. 

این تنها حالت ممکن را» که برای مهره‌ها و برچسب‌ها وجود دارد» در 
جدول زیر نشان داده‌ایم : 


۱ دستگاه محورهای مختصات 

۳ پاسخ. (۰۸)۲ (۸-)ظ. 

۴ پاسخ. اگر » < ». آن وقت (۸)6 سمت راست (6-)۷؛ 
اگر » > ». آن وقت (6-)۷/ سمت راست (۸/)6؛ اگر ۰ < ». آن 
وفت (11)6 و (--)۸۷ بر هم منطبق‌اند. 

۵ پاسخ‌ها. الف) پرای ۰ < ۰3 ]1 سمت راست ۸؛ برای ه > :3 
۸ سمت راست ؛ برای » < ۰8 ۸ و ] منطبق بر هم؛ 

ب) ) سمت راست (] (برای هر مقدار 0)؛ 

ج) پرای ۱ < 2 یاه > ۰2 ۸۷ سمت راست ۸1؛ برای ۱ > 8 > ۰ 
سمت رات 1۷؛ برای ه < 5 یا ۱ << 2 1 متطیق پر 1۷؛ 


۳۵۶ 


د( اک 88 ۳ سح راستقا 0 اگر ۵ 6۰ له مت راسنت 
کر اگر ۵ < #۵ ۳ منطبق بر لم6؛ 
۶ پاسخ‌ها را در شکل ۶۷ پل 


۷ (۳) ۸۵ ی ( ۱ ۱ ی 


۸ 9۱ )( ۱ ۷ 
ب ) نیم‌خط راست "*) بدون خود نقطه ظ 


۶ ۳۴( 5 0 ۱ ۱ ۳ 


ج ) پاره‌خط راست 0« با نقطه دآو بدون نقطه 6 


(۱۷۵ 0 (۱۸)۱ .۰ 
د( باره حط راستیتن 1۷۹ 


نی ٩۱(‏ ۶ ام ۳ 
ه) دو نیم خط راست او ۳۲ به جز نقطه‌های ۳ و ۳ 
۳ (۳)۲ 0 ۵0 
و ) نیم‌خط‌های راست و ) 
5۵ ۰ (8)۳ 0 ۱ ۳ 
ز ) پاره‌خط راست 155 


یرک ۶۷ 
دک ۳۵۷ 


۷ قرینة نقطه ۸ را» نسبت به نقطه ۰ (*)۸) می‌ناهیم. باید 
وسط باره‌خط راست )۸4 باشد» یعنی باید داشته باشیم: 


7 + ۵ < ۲ - ج< م2 + 2 < و ۲۵ 


[نماد ج- را بخوانید: «نتیجه می‌شود»]. از این‌جا؛ مقدار 2 یعنی مختص 
رقطه ) یه دست می‌آید : ۷- - (.. 

۸ می‌دانیم» برای » < » داریم: 0 << نا و برای ۰ > ۸ داریم: 
4 - < || در مساله ما» 4 نمی‌تواند برابر صفر باشد. زیرا نقسیم بر صفر ) 
معناً ندارد. بنابراین 
6 


اگر » < 4 آن وقت ۱  -‏ واگر > هه آن وقت ۱- - لگ 


س و ۱ 
بنابراین نقطه به محتص ک در نی اژ دو نقطه ۱۱ )۸1۱ یا (۱-- )۸۲ فرار 
دارد. 

3 برای این که برابری ۳ سس ۷ << ۱ ت 3 برفرار باسد » بایل داشته 
باسیم : 
و که بت و جک ۱ ۳ 


بنابراین) نقطه‌های مورد نظر مساله» روی نیم خحط راست "۸۸ قرار دارند که؛ 
در آن» (۱ )۰/۸ 

۵ ما . پاسخح. ۸ یک وب ۱ 

۵۱ نقطهٌ مجهول را (:)۸1 می‌گيريم. باید داشته باشیم 


2۸ سب ۳۱ ت | _ جر 2 سس اب ۲۱۱ ِ ۸۳۱ 
۱ + :۲۱ |۳ + ۸ خد | ٩‏ (۲ - | - ۳ - | 


۳۵۸ 


سه حالت در نظر می‌گیریم: ۱) -٩‏ > 7 در این حالت ۰ > ٩‏ + 2 و 
۵ > ۳ 2 و به دسشت می‌آید: 


۵- < 2 قابل قبول است» زیرا با شرط این حالت» یعنی -٩‏ > 2 
تا ها اشت: 
.-٩ > 2 > -۲‏ در این حالت * > 2+۳ وه جح + 
نا 
۷ حتد 27 جح ۱۸ بل ۲۷ ح ۳ سس وب 
۷- < 7 قابل فقبول است. ژیرا ۳- > ۷- > ۹ 
۳( .خر ۶ کر ان .سالش: « ج ۲ 2 و ه < ٩‏ + 2 بنابراین 


۵ دب ج ۱۸ 4 ۲۲ << ۳ 4 ند 


۵- < 7 قابل قبول نیست» زیرا با شرط ۳- < : سازکار نیست. 
مساله دو جواب دارد: (۱۵-)۱1 و (۷-)/. 
۲ اگر مختص 3 را 2 بگيريم باید داشته باشیم : 


۵ - پا ٩‏ < 2 ج< 1-۷ < ۲ - م چت ۷ - |۲۷ - | 
بتابراین» برای مختص نقطه ۰/۷ وس باره خحط راست ۳2 داریم : 


۱ ۱ 18 + 2۳ ۱ 
پچ بت و ۵ ۲۸ << << [(2 


۲ ۹ 


۳ 46 ی لا ۳۳ 3۳ 
شکل ۶۸ 
۳ وسط باره‌خط راست ۸/7 را (1 می‌نامیم و مختص نقطهٌ | را 2 
می‌گیریم. جون 0 وسط ۸4 است» پس 


۸ ۳ 


۲-۱ < و << ۲ 2 هم 


اکنون دو نقطهُ ) و 7 را در نظر می‌گيريم (شکل ۶۸). (1 وسط ‏ و 1 
ون ی 


+ ۵ ع< مت ط 2 عت م۲۵ 
و در نتیجه به این معادله می‌رسیم : 


اس س- ۲ چت ۰ + ۵ < (۱ - ۲۲۸ 


پاسخ. (۱-<). 
۳۲ ب شعل ۴۹ نو حه تشاب داریم : 


|۸6 . ۶ 9 111 

+ |۱806 +4 « ...م6 
(20۱ - ۲) ۱7۲ < ۸6 ی ۳-۱ 

7 - (۱1 ۱ 7 -- 117 ۱ ات 1۲ 


از طرف دیگر برای مختص نقطهٌ ر) به دست می‌آید : 


تا سس مورا + رازن 


111 1 7 


۲ 


و سرانجام به دست می‌آید : 


1120 


[ *) یی ید 
7 1 111 ۴ 


رشصله 0 باره خط داست 3 ۸ را ره تست ِ سیم کرده از متناطر 


با ۸0| و « متناظر با |013| است (روی شکل» برای درک بهتر» 7 را 
روی ۸0 و 7 را روی 1۶/) نوشته‌ايم؛ منظور طول این باره‌حط‌های راست 
نیست؛ بلکه منظور جمله‌های نسبت است). برای بیدا کردن مختص نقطة 
باید و را در 7 و و2 را در 17 (یعنی برای هر نقطه» در جمله‌ای از 
نسبت که مجاور دیگری است) ضرب و .پس مجموع آن‌ها را بر 0 - 77 
(مجموع دو جمله نسبت) تقسیم کرد. 

یادداشت. سه نقطهٌ (۰0 ۸ و ۰13 نسبت به هم شش حالت مختلف 
ن9تقف داشعه باشند. در این‌جاء نها یکی از این: شش حالت را در نظر 
کیان ,وفنین که ۸ سمت راست (): و 13 .سمت راست ۸۸ باشد. برای 
کامل شدن حل. باید در هر یک از پنج حالت دیگر هم مساله را مورد 
بررسی فرار داد. اين پنج حالت را روی شکل‌های جداگانه بررسی کنید؛ 
خواهید دید. در هر حال» همان دستور (*) به دست می‌آید. 

برای این مساله» مثالی می‌آوريم. 

مختص نقطه ") را بیدا کنید» به شرطی که بازه‌عط راست ۸1 را به 
سبح > سیم کند و نزدیکش به: ۸ باشد؛ در ضمن» می‌دانيم (۸11 و. 
(۸۱-)۶]. 


۲۶ 


۲ ۶ - ۱ ب۲ + ۵ 


لا او و 


0/1 ۱ و نست به 0 (مبداء مختصات)» 4۸۳ بنامیم داریم : 


(۳- ,)۸4۸۳ ,۳(۰ ,۲ )۸۲ ,[ ۳"س ,۰-)۱ 


۶ به شکل ۷۰ توجه کنید. 

مزاظب باشبد اشتباه نکنید: جهت‌های مثبت محورها باید چنان باسد 
که اگر نیم‌خط راست 02 را به اندازهٌ ۰٩درجه»‏ در جهت عکس حرکت 
عقربه‌های ساعت دوران دهیم؛ روی نیم‌خط راست ۵ قرار گیرد. بنابراین؛ 
وقتی محور ۷ را به جای محور 2 و محور 2 را به جای محور ‏ بگیریم؛ 
تبدیل به صورتی انجام می‌شود که در شکل ۰ نشان داده‌ايم (از دستگاه 
محورهای مختصات ۰)۵ به دستگاه محورهای مختصات (). در نتیجه» برای 
میفتصات نقطه ۸۱ در دستگاه جدید خواهیم داشت : (۲--,۴-). 

۷ برای پیدا کردد مختصات نقطة برخورد میانه‌ها» از اين ویژگی 
استفاده می‌کنيم که میانه‌ها؛ در نقط یک سوم؛ یکدیگر را قطع می‌کنند؛ 


و کی 


نی اگر "1913 را یکی از میان‌های مثلث ۸190 بگيريم (شکل ۷۱) نقطة 
1۳ محل بر حورد سمانه‌ها ( که در ضمن گرانیگاه یا فرکز شل مثلث انتت): 


طوری است که برای آن. داریم: 
۲ |50 : 6۱ 


طول نقطة ) را 3 می‌گيريم. اگر 1۶۱ فرینة 17 نسبت به ) باشد. برای 
سه نقطة 1 و 7) و ,لا باید داشته باشیم: 


(۱( و 9 < با۱3 


ولی ۰1۶ نقطه وسط پاره‌خط راست 67 است؛ بنابراین 


۱ ۱ 
۴ <- ۱۱ 1 ۳)- << م3 اب ۳ 
(۱ ۳+ ع (2 + متا 
بنابراین» برابری (۱) چنین می‌شود: 
(۲( ۲ ست ۲۲ ات پرج جت یره ۲ << ۲۵ 


۰ وسط یارهخط رامتت )ور است؛ یعنی 


7 4 ۱- ح< (۲ - ۲۲۸ چ< م2 + دح ,و ۲۵ 
۳.۳ 


که از آن‌جا» مقدار 2 (طول نقطهُ 3)) به دست می‌آید : ۱ - . به همین 
ترنسبا) عرض نقطه ۲) هم به دست می‌آید. 


سه راس مثلث را» نقطه‌های 


( )0 ۱( ۱۲ ۱۱) ظ ۱( ۸2۱۱۱ 


بگیرید و با همان روش مساله ۰۵۷ مختصات نقطهٌ ۰67 محل برخورد میانه‌های 
آن را پیدا کنید» به اين پاسخ می‌رسید : 


) ۱ + ۲ + 2۳۳( 


( با 


(۳( 
(ج + ۲ + ات < ۷ 
۳ 
مختصات نقطه برخورد میانه‌های یک مثلث: برابر است با ۳ مجموع 
مختصات سه راس آن. از دستور (۳) می‌توان در حل مساله‌ها استفاده 
گرد. 

۵ . در شکل ۸ جهارضلعی‌های 1 )۸ و لرل 4 11 8 زسم 
شده‌اند. برای اثبات مربع بودن جهار ضلعی (/۰۸/161 کافی است ثابت 
کنیم» طول ضلم‌ها با هی و طول قطرها با هم برابرند. 

۸2۱ ۲-۳ + ۱ - ۵( ۰ ۷ 
۱/30 " 2 + )۵ - ۴(۲ - ۰ 
01| < )-۱( + ۴۲ < ۱۷:۸۲ - ۴۲ +۲۳ 


و برای طول قطرها: 
( رو مج ۸0 


ات 


۲( هم یک مربم است. رای ابات در آغاز باید مختصات 
نقطه‌های و فا از 9 بیدا گرد 
طول نقطه ۸ را 2 و قرینه نقطهُ ۸ نسبت به نقطه ۸ را ۰۱ می‌گيريم 


( ۸4۱ روی شکل تشان داده تشنده اسنتت): یه عسنت مت ای 
۴ - ۲۸ <- ,2۵ 
۳ ۱ وسط باره حط زاستي: لر*71 است؛ پس 
۳ دج حد (۴ - ۲)۲۵ چد ور + وه < ,۲2 
ک آن‌جا مقدار 2 یعنی طول نقطهٌ ۸ به دست می‌آید 
۱۱ 


سس تحت و :1 


3 ۳ 
اس ]۳ 
تا ۳ 


۳۶ ۵ 


با همین روش» مختصات نقطه‌های "۶ "/) و ۲ را به دست آورید وه 
سپس آزمایش کنید که 


ازارد۱ ت ا ۸ و ۱۱۳4 ب 0۳ ِ- رد۱ ت. ۳9 


٩‏ هر یک از دو راس دیگر مربع» راس مثلث قائم‌الزاويهٌ منساوی‌الساقینی 
است که پاره‌خط راست ۸ وتر آن را تشکیل می‌دهد. یکی از این راس‌ها 
را (2:1)ب) می‌ناميم. پاید داشته باشیم : 


اقا ع ایا د اش 


که آن‌ها را به این ترتیب هم می‌توان نوشت: 


۱ اش 9 ۱ 


۲۱۵۱۲ ۸۲ 


از طرف دیگر 


+۷۶ دب ۸ - ۲ د 1 بد آچ ‏ )۴ (۱) د )۱ +4 2) - 0۸ 
۰ ۲۵۱ سس و۶ - رود اج < (۱ - ۷) + (۳ -۲) - 8۱۳ 0 
۵ < (۴ -۱) + ۳+۱(۲) - ۸۱۲ 


بنابراین» با توجه به (۱) به دو برابری زیر می‌رسیم (یس از ساده کردن) : 


هد 4۲۷ ۶۷ - ۸ 
۱ ۲۲۵-۰ ۰۲۱ ۲۵۶ ۱ 


از معادلة اول به دست می‌آید : 


۸ 1 ۷ 
۲ 


(۲) 


ار 


۳۶۶ 


دز معادله دوم قرار می‌دهیم . 
۱ ۰-۷ ۸۰ 
۲۵ [- )۱+ (۲- ۷2 


این معادله» بعد از عمل‌های لازم به این صورت درمی‌آید : 


هم < ۵ - ۸ - ۴ 
سمت چپ این معادله قابل تجزیه است: 


۴۵۲ - ۸۵-۵ < )۴۵۲ - ۸۰ + ۴(- ٩ 
< )۲2 - ۲( ٩ < )۲2 - ۲ + ۳()۲۸ - ۲ -۳( ح‎ 


- )۲۰ + ۱()۲۸ - ۵( 


۱ ۱ ۹ 
رابطه (۲) برای [ به دست می‌اید: > < ۷۱ و ۲ < ۲. 


فا و ٩‏ ۰ 9 ۲ 
سم. ((3-) ۵و (3.) دورس بر مد 
۰ ۶ راهنمائی. شبیه مساله قبل» از این برابری‌ها استفاده کنید : 


3 |۱۸ > ۱۸۳ 
۱۲۳ |0۲ | 
مختصات راس ) را (2,1) بگیرید و برابری‌های (۱) را بر حسب ۸ و ۷ 


پنو پسید. 


۱ 


پاسیح. مساله دو پاسخ دارد : ۳ 14 و ۲- ۲ 
ان الق آغاز به این نکته توجه کنید : اگر نقطه‌ای در ربع اول با سوم 


باشد آن وقت قرینة آن نسبت به نیمساز ربع‌های اول و سومء در همان ربعی 


وش 


فرار می‌گیرند که در ابتدا بود» یعنی قرینة نقطه‌ای از ربع اول» نسبت به نیمساز 
ربع اول» در ربع اول باقی می‌ماند و همین طور برای ربم سوم. ولی اگر 
نقطه‌ای در ربع دوم یا چهارم باشد و بخواهیم قرینه آن را نسبت به نیمساز 
ربع‌های اول و سوم پیدا کنیم؛ از ربع سوم به ربع چهارم و از ربع چهارم به 
ربع سوم منتقل می‌شود. 

همین وضع دربارة فرینه یک نقطه نسبت به نیمساز ربع‌های دوم و چهارم 
وجود دارد. 

از طرف دیگر » اگر ۸۱ فرینه ۸ نسبت به نیمساز ربع اول باشد (شکل 
۲ به سادکی ثابت می‌شود: 


۳ 5 ۳ و ۳۹ > _ 


با توجه به این نکته‌ها؛ داریم : 
اگر ۸۱ و ۸۸۲ به ترتیب» قرینه‌های ۱ نسبت به نیمساز ربع‌ها اول و 
سوم و نیمساز ربع‌های دوم و چهارم و ,17 و 177 قرینه‌های 9 نسبت به 
همین نیمسازها باشند» آن وقت 
3 ۲ - ۱( 
۳ ,+-۱۱ظ ,ب- ۸۲۱ ,۸۱۱ 


۳۸ 


۲ برای هر دو حالت الف) و ب). باید طول‌های باره‌حط‌های راست 
9 80 و ۸67 را پیدا کرد: الف) وفتی سه نقطهٌ ۸ و 13 و ) روی 
یک خط راست‌اند که» از طول‌های سه باره‌خط راستی که به دست آورده‌ايم؛ 
مجموع طول‌های دو پاره‌خط با طول پارهخط سوم برابر باشد (بگویید 
چرا؟). ب) دو انتهای پاره‌حط راستی که بزرگترین طول را دارد» در دو طرف 
نقطهٌ سوم قرار دارند. 

منال. آیا نقطه‌های (۰ ,۰۸)۱ (۲-,۱-)13 و (۴,۳)) روی یک 
خط راست‌اند؟ اگر پاسخ مثبت است» کدام نقطه بین دو نقطةُ دیگر واقع 
اشسی؟ 


طول باره‌خط‌های راست را محاسبه می‌کنیم : 


< |ظ4] 
|۸6 


)۱+ ۱(۲ + )۰ 4 ۲( 


ریق چ ۷۱۷ بب۳)ن ۱(۲ ۴ 


می‌بينيم ۱۸۱ + ۸۱| < |۱8 یس سه نقطه روی یک خط راست‌اند 
و چون باره‌خط راست ۰1361 بزرگترین طول را دارد؛ بنابراین نقطه ۸ بین دو 
نقطهُ 13 و ) واقع است. 

۳ می‌دانيم؛ در متوازی‌الاضلاع قطرها یکدیگر را نصف می‌کنند» یعنی 
نقطهٌ بر حورد دو قطر 03 و ۰46 از یک طرف وسط پارهخط راست 0 
و از طرف دیگر» وسط باره‌خط راست ۸ است. مختصات راس 1 را 
1 و2 ) می‌گیریم» در این صورت. باید داشته باشیم 


۱۱۹۰۰ 
۳۵ هلا < 2۳18 


۳۶۹ 


پاسخ. (۵ ,8)۵. 
۲ در فلت 0 2 (شکل ۰۷ زاو یه ۳2 برابر و ۳ در سحه استت 


بتابراین 


(۱,۷/۳-). با توجه به شکل ۷۳ روشن است که 


۳ ۶ +۲۷ < بر < ولا 


اه ۰ 1 ‌ 
پاسیخ. چ|غ۶) بل 12 ۳ 
۰۶۵ 9و راس مقابل ۸ را م) بنامیم باید داشته باشیم: 


۲ و چ|. 


ما ما3 1" و و مر 9 ربا و باه 


۳۲۷ 


از آن‌جا به دست می‌آید: (۴--6/)۷,۸. 
اکنون مختصات دو سر یک فطر مربم را در دست دارید و می‌توانید شبیه 
پاسخ. (۵--,۰13)۰ (۴-,۰)۷ (1()۶,۳. 


8۸| - ۱0۱ ۷۵ 


پاسخح. (۵ ,ه )یل 9 ,۳۰-)(]. 
۷ راهنمائی. ۸1 را به مختصات (1,) و ۸ را فرینه ۸ نسبت به 
۳ بگیرید ؛ در این صسو رات ۱/۳ وسط باره خط راست ر ۳0 بت 
ات 
۸ مختصات نقطه ۸1 ر ( 1۸ ,1 ) می‌گيرینم. دو مثلث ۸ ۸ ۱ ژِ 
۲ مشابه‌اند (شکل ۷۵) و داریم: 
۸۱ ۰ ۱۸۸ 
۵۱ ۱۸/۱۱ 


در صمن روسن اش تاه که 
7 - ۳ < |۸۶ وه  -‏ < |۸۸ 


۷ 111 17:11 1 ۳ 


سس 


7 - 117 17 ات پل 


به همین ترتیب» عرض نقطهُ ۸1 هم به دست می‌اید. 
ان ك +4 1 ۲۱۲ ۱ ) ۳ 


۳ 


و 4 1 ۳ 177 ۱7 


۳۷۱ 


شکل ۷۶ 


٩‏ الف) اين نقطه‌ها» روی خط راستی موازی محور عرض قرار 
دارند؛ این خط راست. محور طول را در نقطهٌ (۲.۰-) قطم می‌کند (شکل 
۷۶ 

ب) اين نقطه‌ها؛ روی خط راستی موازی محور طول و به فاصله‌ای برابر 
و در بالای محور طول قرار دارند (شکل ۷۶). 

ج) همه نقطه‌های وافم بر نیمساز ربع‌های اول و سوم (شکل ۷۷). 

د) همه نقطه‌هایی که طول و عرض آن‌ها. قرينةٌ یکدیگرند» یعنی همه 
نقطه‌های واقع بر نیمساز ربع‌های دوم و چهارم (شکل ۷۷). 


رش 


۷ اگر مساخت مثلي فائم‌الزاویه ۱ ۶ () را ۳ ذوزنقه 
فائم‌الزاویه شر , ثر ‏ 5 11 را ِص و یات فلت فائم‌الزاویه 92 ۳ س 
بنامیم ؛ به سادئی به دست می‌آید (شکل ۷۸) : 


٩ ۳۳ 5 ۱‏ ۱ 1 
ژ#ِ ۷ 2 ۳۰ +( ۲ ِ ۱/۳۰۱ لد 7 ت-_ فتیز نف ت ۱" 


بتابراین) اگر مساحت مثتلت ۶/۶ () ۳ ای بگیریم؛ داریم : 
ت- تس هب تس سب ۱ تک 0 
ك#ِ_ِ 3:۲ - 1۲()3:۱ + 1 + رب - 
۲ ۲ ِ 


که پس از ساده کردن» خواهيم داشت: 
ِ‌ 
( *) ۱ ۳1 نج و 


علامت فدر مطلق را؛ به این مناسبت گذاشته‌ايم که بر مثبت بودن مقدار 
مات تا کتان. کزقة راشنیم, 

در شکل ۷ . ننطه‌های 4 ۴ 3 ۳ در ۳3 اول دست‌گاه محورهای 
مختضات گرفتیم: سما روگ شکل‌های دیگری که می توانند و حود داسثه 


وش 


باشند» آزمایش کنید» همه‌جا برای مساحت مثلث 41 (۰0 همین ۳ 
۱ این مساله. حالت خاصی از مسالة ۶۲ است. داریم : 


۸۳| ۳۷۵, ۱۸۵۱ < ۷۵:۱۱ 2 ۵ 


می‌بینيم |1 | + < |۱۸ یعنی سه نقطه ۸ و ) روی یک 
5 ۱ 
۲ مختصات نقطهٌ ۸ را (۰,۷) می‌گيريم. باید داشته باشیم : 


آژه + ها < (6 - راجت | ]| ع ! 


- ۸ 
0 0 - 
3 ۳0 


آوا- (مم 
باس ۳ ,۰ | ۸1 
۷۲ راهنمائی. مرکرز دایره محیطی مثلث 0۵4 باید از سه نقطهٌ () 


|۸۱ < |۸۱ 


از برابری "|/2| - ۸0| به دست می‌آید: 


۳۰-۳ 


(۱) 


و از برابری |۸۸ < 6: 
(۲ و ست ۷ سب ۳:۰" سب ۷ 


۳۳۴ 


مقدار 1 را از (۱( در (۲) فرار می‌دهیم؛ بعد از عمل‌های لازم به دست 


(۳) » حد ۱ بو - ۴:۲ 
سمت چب معادله (۳۲) را به این ترتیب» تجزیه می‌کنیم : 
۱ 4 ۴ - (۴ + ۸ - ) - ۱( ۴۰۲-۸ 
+ (۷/۳ + ۲ - ۰۷/۳()۲۵- ۲ و۷) ۳ - ۷(۲ بو 


بنابراین » معادله (۳) دو جواب دارد: 


۲0۳ ۲7۳ 
زر ۱ حت 1 


۲ ۲ 


از این‌جا. با استفاده از (۰)۱ مقدارهای (ز هم به دست می‌آیند. 
پاسخ. برای راس )؛ دو جواب پیدا می‌شود : 


۳ ۲لز بد ۶ ره 4 ۲ 
سپس ,سب ]پژ6 و ات لت ]| ب6 


۲ 1 ۲ 
۵ تنقطه ۱۱ ,)یب را طوری پیدا می‌کنيم که از سه نقطهُ ۰ 9 و ) 
رد یک فقاصله باسل ( تیاه مرکز دایره محیطی مثلت ۸۱ اتتته : از برابری 


|| - || به دست می‌آید: 

۳ -- 1 ۶ (۱) 

و از پرابری ۲ | < 4|۲سن: 

۳ + ۴ -< ٩ (۳( 

از معادله‌های (۱) و (۰)۲ با هي جوابی برای (2,1) به دست می‌آید : 
( ۲ ,۱ این 


۳۷ ۵ 


اکنون تحقیق می‌کنيم که ابا > |۸س. 


۵ ح 


یعنی دايرةُ به مرکز (۳-,۱)د و به شعاع برابر ۵ از چهار نقطه شش کل 


۷ ([ ۱ ,)۸4 ( ۷۲ ۲۱ )1۶ ۴ ( ۳۳۱۱۳ ) می‌گيريم. در این صورت 
باید داشته باشیم : 


۶ ح مب لد ۲ ج< ۲۳ + ۲,۲۲ - << ۲ + 3۱ 
از مجموع این سه معادله به دست می یل : 
۳ له و ات : 
و با کم کردن هر یک از سه معادلهٌ بالا از معادلهٌ اخیر: خواهیم داشت : 
م۳ ۱ ح< ۱,۷ < 1۱ 


به همین ترتیب» مقدارهای ۰1۱ ۲ و ۷۳ هم به دست می‌آیند. 

پاسخ. (۴ ,4)۱ (ه ,۳-)2 (۲-.۵)/). 

۷ راهنمائی. راس ) را به مختصات (۰:۷) و نقطه ۰) محل برخورد 
میانه‌ها را به مختصات (۰,) بگیرید و از اين دستورها استفاده کنید (حل 
مساله ۵۷ را سنند) : 


۱ 
1 ۳ بو ۰ ۱ را < ین 
۱ 
ال ۳ ولا ۳ را ۱ 


۳۷" 


پاسخ. (۰,۲)) و (۱,۰-)7). 

۸ اگر نقطه‌های ۸ و ۶ را در دستگاه محورهای مختصات بیدا 
کنیم» می‌بينيم» خط راست ۸ محور 27 را در نقطة ۸۷ بین ۸ و 1 
و محور 17 را در نقطة 1 واقع در بیرون ۸ و 13 (و نزدیک‌تر به ۸) فطع 
می‌کند. بنابراین باید داشته باشیم: 

۱۸۸۷| + ۱۸۷۱ < ۱, (۱) 
۱۸۲۸| + ۱۸۸۶۱ -- (۲( 


مختصات نقطه ۸۲ را (۰ ,) فرض کنیم؛ برابری (۰)۱ به این صورت 


در می‌آید 


۷۳۰ ی 12 


که می‌توان آن را» این طور نوشت: 
سم ۷/۱۵ تلم تا ۴ و ۱ 


اگر دو طرف برابری را به توان ۲ پرسانیم ؛ بعد از اندکی جابه‌جایی جمله‌ها 


۳. ۲: 1 ۵ 


/ ۱۰/۲ - ۲۸ + ۵( < 2 + ۵ 


دو طرف را دوباره به توال ۳ می‌رسانیم و» سیس؛ ساده می‌کنيم ؛ سرانجام» 
به این برابری می‌رسیم : 


» > ۵(۲ - ۳۸) چد ه < ۲۵ +4 ٩۲-۳۰۲‏ 
۵ 1 ۰ / دس ۴۱ ۵ ۳ 
بعی ۳ زر بقل راسست وا محور 1 1 ۳ در قطه به طول سٍ فطم 


تا ۱/۵ 
می‌کند : (۰.ع) ۳ 


۳۷۷ 


به همین ترتیب» برابری (۰)۲ ما را به اين معادله می‌رساند (۰1 عرض 


۵ +۲ - رل < ۱۷/۱۰ +۵ +۴۱4 + ۲ 


با مجذور کردن دو طرف؛ به این معادله می‌رسیم : 


۳۸ + ۵ < ۱/۱۲ + ۴۰۷ 41 ۰ 


دوباره» دو طرف ۴ مجدور و سیس ؛ ساده می‌کنيم) ده دست مي ای 


ه > (۵ + ن) ج ه < ۲۵ + ۱۰۷+ 


یعتی ۵- < . عرض نقطه ۱ برابر ۵- است: (۵- ,)۰.1 
پاستخ. خط راست ۰۸ محور .7 را در نقطه ۰ 0 ۷ و محور 
را در نقطه (۵--,11)1 قطع می‌کند. 
۹ چهار ضلعی ۸136( نه تنها متوازی‌الاضلاع» بلکه لوزی است؛ 
زیرا چهار ضلم آن» طول‌هایی برابر دارند. 
۰ ۱60۱۶ ۱86۱ < |۱۸ > |0۸ 


اگر مساحت مثلث قائم‌الزاویه ,0200 (شکل ۷۹) را ۰۱ مساحت ذوزنقة 
قائم‌الزاویه 44۱ 0(ر) را 5 مساحت مثلث فائم‌الزاوية ۱ ()0 را ت و 
فسات مخلیی )رل را ق بنامیم» داریم : 
مگ - 5 + ,5 < 5 
ولی به سادگی معلوم می‌شود که 
۳ 


تن وا تسس با اج 5 
: ۳ دم ۱ 


۳۷۸ 


شکل ۷۹ 


بنابراین ۴ - وی ماسیش لوزی 00 برابر ۸ واحد مزبع ات جون 
1 ۲ ۸ 
۹ < |۰۱0۸ ی طول ارتفاع وارد بر ضلع ۸ () در لوزی» برابر ۹۹3 


۱ ۳ 
یا ۱۰ ۷ج واحد می‌شود. 

و را» به ترتیب» بای ارنفاع‌های وارد از راس‌های 
ق رو )6 بر ضلم‌های روبه‌رو و 1 را نقطهُ برخورد ارتفاع‌ها یکیو 


(شکل #۳۰ 


در دو مثلث قائم‌الزاوية «) ۸7 و )۰131 می‌توان نوشت : 

,۱80 ۱۸۳۱۲ 2 ۰۱۸۵۱۱۲ ۱۸۳۱ ع |6۱ لظ 

که پا جابه‌جایی جمله‌ها و کنار گذاشتن 110۱|۲|: به دست می‌آید. 
)۱( تا | عد || ۵۲| 


به همین ترتیب از مثلث‌های قائم‌الزاوية ۸22۰ و انا به دست 


اد ما۵۲ 


۳۷۹ 


شکل ۸۰: 


که با جابه‌جایی جمله‌ها» به اين برابری می‌رسیم : 

)۲ ۱0۷۳ |۸0 > ۱80:۱|۲ - ۸0۱ 
مقایسة دو برابری (۱) و (۰)۳ به ما می‌دهد : 

,۳( ۱۲۳ - ۸۵۱۲ < |۱8 - ۸۱ ۳ 
با همین روش؛ می‌توان به دست آورد: 

(۴) 0۷۲-- ۱۸۱۲ < ۵۲| - ۸ لا 


اکنون؛ اگر مختصات 1 را (1,) بگيريی با توجه به مختصات 


نج بر ۲ 


(۳) و (۰)۴ به این صورت درم آیند : 
 -۳‏ ۳(۲ + ۷) - ۷(۲ - ») - ۱(۲ - ) + ۱(۲ - «) ۱ 
0- 2 ۲ - (۱+ 2) - (۱-) + (۱- ت2) 


که سن از ساده کردن» ۰ دستگاه دو معادله دور مجهولی زير می رسیم . 


۲۵۶ +۲ 1: ۱ 


اگر دو طرف معادلهٌ دوم را در ۴ ضرب و» سپس. نتیجه را با معادله اول 
۱ 


۱ ۰ ۱ 
یکی از معادله‌های دستگاه فرار دهیم » یه دست می‌اید : ۳ حد /1. 
۱ 


۳ ۱ ۳ (نقطة برخورد ارتفا‌ها). 

یادداشت. مساله‌های ۷۸ و ۸۰ را تنها با استفاده از «طول باره‌خط‌های 
راست» حل کردیم. اندکی جلوتر (در فصل ۳) راه حل‌های بسیار ساده‌تری؛ 
برای این دو مساله» پیدا خواهیم کرد. 

۱ پباسخ‌ها. الف) نقطه‌های واقع بر محورهای مختصات (هر نقطه 
وافع بر محور 3 دارای عرض برابر صفر و هر نقطة واقع بر محور #۷ 
دارای طول برابر صفر است). 

ب) همه نقطه‌های واقع در دو ربع اول و سوم دستگاه مختصات (به‌جز 
نقطه‌های واقم بر محورها). 

ج) همه نقطه‌های واقع بر دو نیمساز: نیمساز ربع‌های اول و سوم و 
نیمساز ریم‌های دوم و چهارم. 

د) همه نقطه‌های واقم بر نیم‌صفحهة بالای محور ۰ به اضافة همه 
نقطه‌های واقم بر خود محور 2 :. 

ه) همه نقطه‌های واقع بر خط راستی که به فاصله ۲ و در سمت راست 


محور 7 موازی با اين محور رسم شده باشد. 


۲ ۱ 


و) همه نقطه‌های واقع بر خط راست موازی محور 2 که به فاصله ۳ 
واحد و بایین این مخور رسم سله انست. 


را تجزیه کنیم» به دست می‌آید : 
» < (۲ + ۱()۷ - ) 


از آن‌جا یا 1  <‏ و یا ۲- <- ل۷. بنابراین» پاسخ مساله عبارت است از 
مجموعه همه نقطه‌های وافع بر دو خط راست که یکی به فاصلهٌ واحد در 
سمت راست محور 7"موازی آن رسم شده است و دیگری به‌فاصلٌ دو واحد 
و در بایین محور ۰27 موازی با آن است. 

ح) دو خط راست موازی با محور 1/۷ و به فاصلهُ ۲ از آن (یکی در 
سمت راست محور و دیگری در سمت چپ آن) رسم کنید. همه نقطه‌های 
صفحه که بین این دو خط راست موازی واق‌اند. به اضافة نقطه‌های واقم 
بر خود این دو خحط راست؛ یاسخ مساله است. 


۲ هر ۱۸۰ درجه برابر 7 رادیان است (یعنی به تقریب؛ برابر ۱۴ ۳۸ 
رادیان) ؛ بنابراین با تشکیل یک تناسب می‌توان درجه را به رادیان یا برعکس 
تبدیل کرد. در این‌جا برای درجه. نشانه » و برای رادیان نشانة 7 به کار 
برده‌ايم (گرچه برای رادیان می‌توان نشانه‌ای در نظر نگرفت: هر کمان یا 
زاویه‌ای که بدون نشانهٌ واحد؛ نوشته پا بیان شود به معنای آن است که با 
واحد رادیان سروکار دارد). مثلا 


۱۸۰۳ ۲ ۱ ۲۳ 1 


مینست ۷ 


۱۸ ۲ ۱۸۰ ۰۵ ۳۲ 


۳۳ 


داده‌ایم : 
۳7 7۲ 1۲ 
سب - ۱۲۰ مس ام ۰ ۴۸ و۳۵ 
۳1 ۶ 
۹۹ 7 . ۳۳ 
۱٩۵ << ۰‏ .سب << ۱0 < ۱۳۵ 
۲ ۶ 
۱۷۳ ۳7۳ ۵ 
9 ۵ +س د ۲۴۵۳ست -< ۳۳۵ 
۱۲ ۳ ۲ 
۱ ۵ ۱ 0 
271 2 7۲۴۳۱۵ < 7۱۳۰6۲ < ۲۸۵۲ 
ی : ۱ 
سرخ ۳۲ ۲ سم ۳۳ 9 ۱ +۱۱ ی 
#سسیت. مت ی -- ۳۴۵ »سس سح و ۳۳ 
۳ ۲ ۴ 
۱/۳ ۳ ۱ ۳۳7 
تج ۱ ور ن و۳ :۴۱۲۳۰ 
7 اب 
۱ ۱ ۲ ۱ 
 - ۱۸۰۲ - ۳۲۰‏ - ۱۵۲ ۱۸۵ داست حتا سب 
ان ۱ ۱ 
۲ ر. ۷7۲ 7 
: وه جح سب : ۳۱۵ حد ۰ ۷۵6 - 
1 ۴ ۱ 


۹ ۳۶۱۰ ۱ ۱۷ 
1 ۱ ۰ ۱۲۱/۲۳۵۲۰۲ سس 
دز : ۳۳ 


۴ الف) وقتی می‌گویيم کمان ۰۸۸ منظور کمانی از دایره است که 
آغاز آن» نقطهٌ 4 و انتهای آن نقطهٌ ۸ باشد. در ضمن» حرکت روی محیط 


دایره» می‌تو اند در جهت مشت یا منفی پاسیت: 


اگر از نقطه ۸ روی مبحط دایره ؛ آغاز کنیم و در جهت مت بیش 


برویم » نبخستن باری که ید ۳ بر مشچ ب نك اندازه 8 در سحه پیموده‌ايم ؛ بنابراین » 


۲۸۳ 


یکی از کمنانهای ۸/1 برابر ۵ درحه است. ولی در نخستین باری که 
به 1 می‌رسيم؛ در آن‌جا متوقف نشویم. حرکت خود را ادامه دهیم و بار 
دومی که به نقطهُ ۸1 می‌رسیم. توقف کنیم؛ مسیری برابر ( + ۳۶۰) درجه 
یموده‌ايم؛ یعنی» یکی دیگر از کمان‌های /۸/1 برابر (۵ + ۳۶۰) درجه 
است. به همین ترتیب. اگر بار سومی که به ۸1 می‌رسیم بایستیم؛ کمانی 
برابر (6 + ۳۶۰ <۲) درجه به دست می‌آید و غیره. 

اکنون» با آغاز از لقطهٌ ۰۸ در جهت منفی حرکت می‌کنيم. اگر نخستین 
باری که به 1#: می‌رسیم» توقف کنیم؛ کمان ۸4117 برابر (۵ +۳۶۰۰--) درجه 
می‌شود؛ بارادومی که به 1 می‌رسيم کمانی برابر (۵ + ۳۶۰ «< ۲ -) 
درجه و غیره به دست می‌آوریم. 

به این ترتیب» اگر 1 را عددی درست (مثبت» منفی يا صفر) فرض 
کنیم» می‌توان کمان /۸۸ (یا دفیق‌تر: کمان‌های ۸4(۱1) را» این طور نشان 
داد : 

(۸ ع «),*0 + ۳۶۵ چد ۱ ۸ 

بنابراین» کمان‌های ۸۷ که برابر ۸ ِ هستند» به این صورت درمی‌آیند : 


(,۸ 6 ۲) د 4 ۱۸۰۱ 


تفاوت هر دو کمان پشت سر هم برابر ۱۸۰ درجه (یعنی نیمی از محیط 
دایره) است و بنابراین) انتهای کمان‌های ۰۸/۷ در روی محیط دایره» معرف 


۳۸۰۴ 


می‌توانستيم (و بهتر بود)؛ کمان‌ها را بر حسب رادیان بنویسیم (تا از 
بیان و نوشتن واحد کمان آزاد باشیم). در این صورت. اگر کوچکترین کمان 
مثبت ۸۸ را » بنامیم کمان‌های ۸۸1 و ۰۸:۷ در حالت کلی؛ به این 
صورت درمی‌آمدند : 


ستصح/ 


7 ) + چا ۵۲ ۲/۰ ۸۸۶ 


بب" شبیه حالت فبل استدلال می‌کنيم: اگر 
(2 6 0:۱۸ + ۲۲۲ ۸۱ 


آن وقت» برای کمان‌های ۸4۴ داریم: 


ار انتهای کمان‌های ۸۳ را بل بل سل بنامیم؛ به سناد کین دیده 


می‌ شود که هر یک از عمان‌های پد] بت مدز ابا یی برابر 
۲7 ۲ ۱ 
> یعنی ۵۰ درجه است؛ بنابراین؛ ۲۲ بر ۲۱ منطبق می‌شود و برای 


انتهای عمان‌های کر تنها مه ۳ رن دز و که محط دایره را 


به سه بخش برابر تقسیم کرده‌اند» به دست می‌اید و ۱۳۷/۳ یک مثلث 
متساوی‌الا ضلاع ات تا 

ح‌( استدلال شبیه حالت‌های قبل است.: خودئان آن را تنظیم کنید. 

0۵ هر سه زاویةٌ مثلث را؛ بر حسب درجه می‌نویسیم. هر ۱۰ گراد 
پرایر با ٩‏ درجه است. بتابراین زاوية :۲۷۰ گراد؛ برابر 


۳۳۵ ت_ سك 4 


ابش 


۳ 


۳ ۸ ۵ 


هر 7۲ رادیان برابر ۱۸۰ درجه است» بس 
(۱۸۰۵) < 7۲2 
مجموع سه زاویه هر مثلث» برابر ۳ در حه است ؛ یعی باید داشته پاسیم : 


۴۳۲۰۲ 4 ۲۴۳۰۲ 4 ۱۸۵۲ - ۵ 


۱ 
از این معادله ساده؛ به دست می‌اید : ۸ .1 بنابراین ) زاویه‌های لت 
چنین اند : 
۳۱ ِ ۵ ۳ .۰:۳ ۳۶ 
اف ات 
۱ ۱ 
و ۳ جات و ۵ ۲۲۲ << ۵ ۲۳۳ 
۱۳۵ ۷ 1 
<< " خر هار۱ ع ۱۸۰ 
5 ۱/۸۵ 


۶ اگر اين نابرابری‌های روشن را بنویسیم: 


هه ۵ 
سا کم گ ج و ۵ 
ی 9 ۸۱ ۱۱ 
با توجه به‌این که سینوس کمان‌هایی که انتهای آن‌ها؛ در ربع‌های اول و دوم 


دایره مثلناتی باشند مشداری هتست اسست؛ با م اجعه دهنی به دایره مثلثانی » 


٩۱۱۱ ۲ > ۲ ۷۲ 


۲۸۶ 


۷ شبیه مساله قبل عمل می‌کنیم» ولی برای اين که نابرابری‌ها را با 
کون ۱۵ هه ۱ :۷( 
خ۱۴ 2 ۷۳ ۹/۷۶۰ نم نی ۱3/5 
۸۲ > 6۶ ۳۴۲ ۲۹۰۶۰ ۶ ۵ 2 ۲۸۵۰ 
ها :۱۳۸۳ 


به جحای نابرابری آخر) می‌توان تایرابری 


۳۹۰ 2 


در نظر گرفت» زیرا ۷ 5۱7 - 6 911 (از همه کمان‌ها؛ یک دور دایره» یعنی 
۰ ۳۶ درجه یا ۲7۲ رادیان؛ کم کرده‌ایم). 

اکنون می‌توانيم سینوس‌ها را منظم کنیم. توجه کنید: ۱ 51 ۲ 9و 
۳ ۷ ۱1۱ مقدارهایی مثبت و ۴ ۰8119 ۵ ۰۵۱۱۱ ۶ 311 مقدارهایی منفی‌اند 


و 517۷ از ۲ 911 بزرگتر و از ۱ 5117 کوحک است: 
1 > ۱ ضاو > ۷ 51 > ۳۲ لو > ۶ زد > ۴ زو ع ۵ وزه 


#0 داریم : 


۳ ۱ ۱ ۴ ۱ 
۱۸ ۰۳ ۵ 


۲۱۵ زه << ۲۵۸ مه حد ۴ - 


یعنی ۵ 605 حر ۷۵6۲ ۵ ببس 0 > ۷۵ و 
۰ ۲ > ۷۵۰ 


۲ ۷ 


از آن‌جا که 

605۷۵ -- 605 07 22 ۸۰, 

۵ ۰۸ :2 6089۰۳ - 0 608 
روشن است که به ۷۵ ذر حه با بسیار نز دیکتر است نا بثه و 4 درحه و می‌توان 
اطمنان داشت که 

۳ > > ۷۵ 
در واقع » زاویه ۰6 اندکی بیشتر از ۷۵ درجه و ۲۰ دفیقه است. 
۹ برای تانژانت زاویة ۷۵ درجه داریم: 
۲ ۸ - 4۱۸۷۳۲ ۲ یم ۷۳ + ۲ - 8۷۵۲ 

از ۷۵ درجه به بالا؛ مقدار تانژانت» به سرعت زیاد می‌شود. بنابراین ۷۵ /۲) 
تانذانت زاویه‌ای نزدیک به ۷۵ درجه و اندکی بزرگتر از آن است (در وافع؛ 
۵ تان*انت ۷۵ درجه و ۴ دقیقه است). ولی انتهای کمان 0 درجه در 


وه سوم دایره مثلنئانی است 4 بنابراین 
۵۳ - 4۷۵ ۱۸۰ ی 6 
و دفق‌تر ۳ << 0 
۰ ۱) از برایری ۱ < 6 608 +4 6 5۱۲ مقدار 0 605 به دست 
۹ ۱۶ 


۰ 1 
مس با تج ۲ 0( ا ۲ 5( 
۲۵ ۲۵ 


۲1 13 ۱ : 0 "۹ 
و از آن‌جا 5 > 0 089 (انتهای کمان 0 در ربع دوم دايرة مثلئاتی و 


بنابراین») کسینوس آن منفی ات۷ سیس 


۳ :0 ۴ 0 5112 
ی سب .ات بت < 6006 < 80 
۴ 0 ۱1 1 05 


۳ ۸ 


۳ ۱۲ 
۲) بلافاصله به دست می‌اید : سب - < 0۲ ]0). سیس 


۵ 
۲۵ 5 ۱ ۱ . 
۵.۵ ۱۴۴ ۱ 5 0 ۵۲ ۱۱ وت تفت 
۲۵ 


در نتیجه سه <- 6 5۱۱ (انتهای کمان در ربع دوم دایره مثلثاتی و سینوس 


۴ ۳1 ۲ 
السنت است), مقدار تس < 0 604 هم به سادگی به دست می‌آید. 
و۴ 4 ۱ 
۳( پاسخ. ۳ - ۲۲ ۰5111 1 سب << 9۹44 ‌ نس 6۲ راز 


۱ الف) ۰ 05 در فاصلهً از *ه دم تا ۱۸۰۲ ۰605 مرتبا کاهمش 
بیدا می‌کند و از ۱ به ۱- می‌رسد (می‌گویند : مقدار کسینوس؛ در ربع‌های 
اول و دوم دایرة مثلئاتی؛ نزولی است). بنابراین؛ ار ۹۵ که همان 
وفت 0۲ 05 > ۲ 608 

در وافع» اگر زاویة حاده و مثبت 6 از ۴۵ درجه کوچکتر باشد ۲6 
هم در ربع اول قرار می‌گیرد و چون از » بزرگتر است کسینوس آن از 
کسینوس ‏ کمتر می‌شود. در حالت "۴۵  <‏ هم ۲ پرابر ٩۰‏ درجه و 
کسینوس آن برابر صهر می‌شود و. صفر از هر عدد مثبت کوحکتر است. 
در حالتی که زاویه حادة 4 از ۴۵ درجه بیشتر باشد. انتهای کمان ۲۵ 
در ربم دوم دایرة مثلئانی وافم می‌شود و کسینوسی منفی دارد و عدد منفی 
از عدد مثبت کوچکتر است. برای ٩۰۳‏ < ۰۸ داریم ۰ < 609۹۰۴ و 
0- << ۱۸۰ 05 و عدد منفی از صفر کوچکتر است. 

ب( شبیه حالت کسینوس استدلال کنید. توحه داشته باشید: مقدارهای 
سینوس» در ربع اول» با بزرگ شدن کمان. رو به افزایش می‌گذارد (صعودی 
ابیتتما و گر ربع دوم: با نش گر شدن کمان: رو به کاهش می ز ود (نزولی 


ات پاسخ نمرین : 


۲ ۸۹ 


در حالت ۶۰۳ > 6 > ۰: ۵ 518 < ۲۵ (511؛ 
در حالت ۶۰۳ <- 6: 6 818 2 ۲۵ 511 ؛ 
در حالت ٩۰۴‏ > 0 > ۶۰۳: ۵ ۱9 > ۲۵۲ (511. 


۲ دو طرف رابطة فرض را به توان ۲ می‌رسانيم : 


۳ 
۴۹ ۷ 
دس مت ۳ ۴(۲ ۱۸) < 6086 + 6 510) 


۳ ۱ 
ست << بع وه 6 51۲ ۲ <- -- << 6 ۵8 6 511 ۲ + ۱ 


۳۵ ۳۵ 
اکنون از تفاضل برابری‌های 


. .. ۲ ۳ ۰ ۳ 
511۳ ۲ + ۵8 6 < ۱ ۲۱۱۱ ۵ 605 6 7 


خواهیم داشت : 


۱ ۱ ۱ 
۰ 1 ۰ 
سبط < 6 05 - 6 511 فد - << 6۱ 668 - 0 5112 
۸ ۲۵ ۱ 


برای زاو به‌های حاده و مست کو جکتر از ۴۵ درجه مقدار سینوس از 


و دی ۶ 511۱ << ۲۴۷۵ > 0 > ۰ 


برای زاو به‌های جاده نذرکتر از ۳۵ درحه ‏ مقدار سیسوس از مقدار کسینوس 


و وم < 6 5۱9 2 ۰ > 0 > ۴۵ 


۳۹9 


اکنون باید» برای پیدا کردن ۵ 518 و 60۶0 این دو دستگاه را حل 


۷ : ۷ 
٩11 ۲ 1 669 6 < ۸‏ 2 0 005 ۲ 6 511 
۱ ۱ نم ۲ ۱ (۱ 
سب < 6 005 - 8 5112 - <-2 6 005 - 0 5112 
۵ ۵ 
اه اج ۳ > > ۴۵۰ 
از دستگاه اول به دست می‌آید ؛ 
۳ ۳ ۱ 
2 6 605 -- 2 0۲ 5۱۱۱ 
۵0 ۵ 
و از دست‌گاه و 
۳ ۳ ۱ 
٩۱12 6 2 6۵5 6 < -‏ 
۵ ۵ 


مقدارهای تانژانت و کتانزانت در هر حالت به سادگی به دست هي اینک: 
مساله در جوات دارد. اگر دز جوات زاو به 1 را 0 ۴۲ 0۳ فر ضص کنیم؛ 2 
و )0 متمم یکدیگر خواهند بود: ٩۰۴‏ < 6۳ + 6 (جرا؟). 

و داریم : 


٩ . 0‏ 5۱1 
جح سس سب سس << ز) |۳0 7 0 


٩111 ٩‏ ۵ ده 
۱ ۲ ۳ » 
۳۳۹۵ ۱ ۵ 3811 سر 
و و 86 0 52۱۱ 


یادداشت. با در دست داشتن مقدار 6 دم 6 511 می‌توان هر یک از 


سبت‌های مثلئانی 91 را رد ی ایس با آو وق اگر در دستگاه 


۱( ۰ دون د 0 ۱اه 
۱۳ 
۱۶۹ 


۲ ٩۱1۱ ۱ 008 0 


۳۹۱ 


دو معادله را یک بار با هم جمع و بار دیگر از هم کم کنیم؛ به اين دستگاه 


ت 9 


و یا (توجه کنید: 


کسوس ال فنمیشته: عخیت است): 


"تتتی. 


۷ 


۳ 
4 
۳ 


تس 


۳۳ 


بنابراین 


۲۳۸۹ 
1۶۹ 
۴۹ 
1۶۹4 


)510 6 + 096 


)510 6 - 6086۲ -< 


جون 8 زاویه‌ايی حاده ی سس یسح سیئوس و 


5۱12 0 + 


5٩11 6 - 0 


و 
۱۳ 

۱ 705 
٩ <‏ 09 
و 
۱ 
۲ 
مت < ۰ 60۲ 


۱۷ 
1۳ 

۷ 
۱۳ 

۷ ی سس 
۳ 6۲ 5۱۱۱ 
ب 2 6۲ 05 
۳۳ 

۳ 

7 100۱ 
ك جه 67001۳0 
۱ 


۴ . محاسبه‌ها را به طور جدا گانه انجام می‌دهیم : 


لا 
۱۵0۰ (۱۱ حت مس [[]ه ح 


۳ 
۳ 


۲7 7 9 


- [۳ 


۳ 


5٩1۱ 0 4 ۵9 6 


٩11 6 - 00860 2 


۱ 7 ۵ 
11 < سس 1۳[ 


۴ 


(سینوس ۱۵۰ درجه و سینوس ۲۰ درجه با هم برابرند» هر دو کمان یا هر دو 


زاو به‌ای که مجموعی برایر ۵ ۸ ۱ در که داسته باستد ه سیئوس هایی برابر دارید ؛ 


۲ ۳ 


روی دايرة مثلئاتی ازمایش کنید). 


زا , 7 و ۱ 
2 008۰ ح< - ونم < |[ - 1 ۲7۲ و۵ ح< سس ووم 
۲ ۳ ۳ ۳ 


: 
۱ 


۳ 1/1 1 ۱ 
۱ - "۲۵وا < و! < ات 8 


۱ وه وه ك ۱۳7 
س- ۳۳۲ سچ ۰ ۲۶ سب 


(هر دو زاویه یا دو کمانی که اختلافی برابر ۱۸۰ درجه داشته باشند 
تاه انت‌های نرآیر و چنین کتانرزانت‌های برایر دارند ؛ روی) دایرة مثلثاتی 
آزمایش کنید). 


اکنون» محاسبه 4 دشوار نیست : 


ان ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ 
اه ۱ ور اب ۲ دج ۳4 نام 


۳ جح ۱ م - ۱ لا ۲ <- 


۱ در ساعت ۰۱1۳ دو عقربه» بر هم منطبق‌اند. عقربه دقیقه شمار 
در هر ساعت؛ تمام محیط دایره ) بعی ۵ ۳۳ در حه را می‌بیماید ؛ یس در یک 


و نات و 4 در سحه را سموده ۱[ عقربه سباغ تا سمار ) در هر ساعت؛ 


2 


18 
به اندازه ۲ » یعنی ۲۰ درجه و در یک ربع ساعت ج- یعنی ۷ درجه و 


۳ دفقه جلو هي ز ٩‏ ۵ . بتابراین » زاو به بصن دور عشر به ) برابر افتنت با 
۷ نت ( ۷۲۳۰۲ ) نت ۹ 
۱ ی ۱9۲ ۱ اه 
این زاو به ب بر خسسس رادیان ۳۳ 11 هپی سب د ( محاسبه کل 


ول 


۵۶رد هسیم عدد درست #بر ۰۱۴ خارجقسمت نقسیم را؛ عدد 7 
(مثبت» منفی یا صفر) و باقی ماند؛ تقسیم را» عدد غیر منفی 1 (مثبت یا 


(۱۴ > > )1 سل ۱۴ ع< ‏ 


آن وقت؛ خواهیم داشت : 


117 , ۲ ۰ ۱۴۳۱۲ .. 
زب + ۲۱۲ | 818 ج | سس ]| 810 < - 5111 
۱ ۷ ۷ 


7 می‌نواند تنها یکی از عددهای درست از ه تا ۱۳ باشد. این عددها را به 


ای اب و سس ول 
اس [[و رس ]وت 510 سم 518 ۵ (511 
۷ ۷ ۷ ۷ 


۲ ۵. ۸۲ . ۴7 . ۵7 . 
اس 511 سس 1[ ,7 (511 .ست [[[5 رس [511 
۷ ۷ ۷ ۷ 


ی وا بت ۳ مب هر هه 
1و 511-5 [8[1 
۷ ۷ ۷ ۷ 


ولی » این ۱ مقدار ) دو به دو و با هم برابر نك : 


۲ :: ۲( .. 8۲ .3 . ۱ ۱ 
سس و حت سس [[[و ‏ سس 1و 511 7۲ 8۱۱۱ < و 511 
۱ ۷ ۷ ۷ 


۰ 


(زاه به‌ها یکدیگر) 1 
اه به‌ها مک ۳ رسب [[[8 < سب 89111 
زاو ی مکمل د ۳16 ۷ 
۳۵ ها ۸۲ . 
ست [][8 سب حد سس [[31 و -- 811 مس << _ 5111 
۷ ۷ ۷ 


۳۹ 


۴ یر #3 . زب 
و ۱ ی 2 و وه صحین ترس 


سم ۱ ۱ ۱ ۱7 ۱ ۱۳7 ۲ و 1 
1[ سح 1 نت 1( حاحح 851 
۷ ۷ ۷ 


7 . ۱ 
بنابراین » برای ۳3 10 ۷ مقدار مجتلفب یه دست می‌اید. 
۳۵ ین 7 
برای سچت 005 سه مقدار مختلف به دست می‌اید : 
۶ 09 - ۱6۵8۷۲ << ه ۵5 
۷ از ابرابری روش ه ح 0 ((1) تتیعجه هي سنود: 


7 < ۷ ط آ زر چت و 3 ۱ 4 ۲77۱۱ - 


تنها در حالت ۸ ۰77۱ مقدار ۳ + ۱7 با مقدار ۲7۱11۱ پرابر است. 


9 
بناسراین 6 کت 0 یاتوجه به مشت بودن 17 و ۰1 نمی‌تواند از ۱ 
کو جکتر باشد؛ در حالی که 6 605 کوچهن ز اف استت. به این ترتیب" 
3 111 


اگر 7 و 1 برابر باشند؛ 06 605 می‌تواند با - برابر باشد که در 


۲۱7 
این صورت. مقدار 4 برابر با ۸(۲۸:7۲ 5 4) می‌شود و برای بقبه مقدارهای 
7 و 17 مقدار 0 ۲05 از این کسر کو جکتر است. 


۲( + ») نمی‌تواند از ۴۵۵ کوچکتر باشد؛ زیرا 


ه < 0(۲ - 6) < ۴۵ - (9 + »6) 


بنابراین» تنها وقتی برابری صورت مساله برقرار است که داشته باشیم : 6 < »؛ 
و در این و رب اب یه دسست فی او 


و ۳۷ ان جح . جت سل بح ۳ [زوب؛ شت 1 سب ۱ 


۳۹۵ 


٩‏ هر دو برابری فرض را مجذور و؛ سپس برابری‌های حاصل را با 
هم جمع کنید و از آن‌جا؛ مقدار لازم را به دست آورید. 
( 3 ار ار - 0 
5٩۱۳ 6 511 0 ۳۳‏ + 005 6 ۵5 
۱9 فرض مي‌کنيم 1 < 2 (در حالت ۷ > 2 نقش ۶ و با هم 
عوض می‌شود) و 8] را محاسبه می‌کنيم. داریم : 
۱ 0 ۱ ۲ 
ِ- بح سس - 1 605 
0 + »6 ع +۱4 


۶ ۲ 1 نع 
و ۳ ۷ ۲۵ +۱ 


/ 


پیب (۱ع۱ (1 609 مثبت بود» بس انتهای کمان 7 در دایرة مثلئانی 
می تو اند در ربع اول باشد یا در ربح چهارم ؛ در حالت اول 81 مشت و در 
حالت دوم ۳1 منفی می‌شود). 


حول ِ ۰187 دو حالت بیش مر ای 
۱( 2 < ۰8 وفتی دو کمان تانرژانت برابر داشته باشند يا انتهای 
آن‌ها در دايره مثلثاتی بر هم منطبق است و يا در دو سر یک قطر فرار دارند. 
این دو وضع ممکن را می‌توان به این صورت نشالن داد : 
(۸ ع ,7۲ < ۷ - :3 


وقتی ۸ عددی زوح باشد (۰۰ ۰۲ ۰۴ ...)۰ انتهای دو کمان 7 و 7 بر هم 
منطق‌اند و اگر 17 عددی فرد باشد (۰۱ ۰۳ ۰۵ ...)۰ دو انتهای کمان‌ها در 
دو سر یک قظر از دايرة مثلثانی فرار می‌گيرند. 

۲) ۷ع۷- < ۷8. روشن است که ۲۵۱ و ( )۰8 قرینة یکدیگرند. 
یس می‌توان نوشت : )۱8 < ۱8 و شبیه حالت قبل استدلال کرد: 


( ع )۲ ح له دج ۳ ح< (و-) - 2 


۳۹۶ 


پاسیم. 7  -‏ ط 2(2 6 ). 


+۱ | ه < ۱۵۲2 +۲)۱ - 


۱ ۳ 3 ۳ ۳ 
ی کل .ام 
ِآِ ۷ 


38 که در جلو کسر بود؛ به صورت ِّ«/۷ نوشتیم و؛ سپس با 1/6 در 
محرج کسر 4 ساده کردیم). بسن 


اب 


)۵5 


به این دلیل؛ موقع جذر گرفتن» تنها جواب مثبت را در نظر گرفتيم که بنا بر 


فر ض ۰ ( ژِ ۷ متدارهایی همشت‌اند. تعد : 


۱ 
ت 2 ( "ام +4 ۱) ۲ 
٩11۳ 7‏ 
۳ ۴" کی بط ۲ر / ۱ آ 0 
(10 + ۳۷ - کبک . ر - 
كً/ 
در سیجه 


کر ان 


5112 ۲ 


اکنون دیگر نتیجه کامل به دست می‌آید : 


- (۷۳ + ۳۳۱۷۵۲ + ۷/۵۲ سل + 


و ۳ موم 


۳۹۷ 


۲ از < هو ۲ وجون فرضن کنید و دستگاه شامل دو 
معادلة دور مجهولی ر حل کنید و و و۱ (یعنی 7 8112 و 7 ۵9ع) را به 


0 - 2 ج(] -- رام 
سس خ ۲ ون سس 2 > 
۲ - اه "۵ - ان 


رو در رابطه ۱ < * "وم + 2 ۲ زو قرار دهید. 
پاسخ. "(/0۵ - 0ه) < "(لهه - ۵») + 0(۲ - لام). 


۳" امی‌کسبا چپ برابری را ساده می‌کنيم : 


اتعا| < » 


مقدار رادیکال (ريشه دوم) هميشه مثبت است. به همین دلیل» 8 را با 
علامت قدر مطلق نوشته‌ایم. 

بنابراین؛ مساله به این‌جا می‌رسد که بینيم 8) و 87| با چه شرطی 
برابرند. برای این برابری باید :عا منفی نباشد» یعنی اگر 3 بین * درجه و 
» ۶ درجه باشد داشته باشیم : 


تب ۸۰ یا ٩۰‏ .هن 


(بزای ٩۰۴‏ ع ج و ۲۷۰۴ < ت؛ مقدار ۰608 یعنی مخرج کسر زیر 
رادیکال» صفر می‌شود). 

به این ترتیب» برابری مساله» وفتی اتحاد است که. انتهای کمان ۸ در 
روی دايره مثلئاتی» در ربع اول یا در ربع سوم باشد (با در نظر گرفتن آغاز 


ربع اول و سوم و حذف انتهای این دو ربع). 


۲۸ 


۴ ضمن محاسبه به این نکته توجه داشته باشیم که برای هر 
مقدار دلخواه کمان ۲ مقدارهای * 510 - ۱ و 605 - ۱ و همچنین 
2 0 + 2,۱ 609 + ۱ هرگز منفی نمی‌شوند» زیرا مقدارهای سینوس و 
کسینوس یک کمان نمی‌توانند از ۱ بزرگتر یا از ۱- کوچکتر باشند. 

هر پرانتز را به طور جداگانه محاسبه می‌کنيم. هر رادیکال شامل یک کسر 
است. صورت و مخرج هر کسر؛ مقداری غیر منفی‌اند» بنابراین» می‌توان 
رادیکال را روی صورت و روی محرح» به طور جداگانه قرار دارد : 


0 4 ۱/۱ 0 1 -- ۱/۱ 0 4 ۱ رن مس 
0 ۱/۱ 0 -- ۱ 0 0 + ۱ 


11 ۷ :سد 


/ ۱ 1 511 ۵ 


0 


0 511 ۲ نتب ۵ ٩1‏ د ۱) - (6 (511 - ۱( 


۱ 0 ض 0۵ ۸۱-7 


و به همین رئیبا: 


۱ - 05 ۱ 1 0 - ۲ 008 0 


تفا موی ۱۱ »ومع ۱ 
بنابراین 
0 ۴۹۱۱۵ .. وم ۲ - .۵ «[و ۲ ۳۳ 
اه وی ۰عصاف| -- اه صزه و وم 
(می‌دانید که [ ۵۰| < |0| ۱0|۰)» دو حالت در نظر می‌گیریم : 
۱( < 0 609 0 5117. برای این منظور باید انتهای کمان 0؛ در ربع 
اول یا ربع سرم دایره مثلئاتی باشد» یعنی 


۵ هه هیا هه ٩۳‏ 


علامت برابری را به این دلیل نگذاشتيم که برای *۰ < ۰۵6 6050 - ۱؛ 


به ازای ۱۸۰۳ <- ۰۵ وم + ۱ به ازای ٩۰۴‏ < ۰68 6 519 - ۱ و به 


۳۹۹ 


ازای 2 6۲۰۰۵ 5۹113 ۱ برابر صفر می‌شود ؛ در حالی که مخرج کسر 
نمی توانك برابر صفر تاسل (مخرج‌ها 1۳ در عارت ۳۱ تسیک در این حالت 


داریم : 
۵ وم ۵ ولو ع ومع ۰ 0۵ 9117 ]| 


وابه دی آید" ۲ ۸ 
‌ً( انتهای کمان در دبع دوم ۳ چهارم دایره مثلئائی باسد : 


٩۰۳ > ۵ > ۱۸۵۲, ۲۷۰۲ 6 6 > ۳‏ 
در این حالت؛ مقدار 0 60۶ 6 917 منفی است و 
0 وی ۵ زو - < وی 6۰ 511 


و در بشححه : ِ-_ ت ۸4 
۵ در شکل ۸۱ کوچکترین کمان مثبت ۸ را برابر ۵ می‌گیریم؛ 


بنابراین ۵ < ۸0۸7 و > < /۸۸. در اين شکل داریم: 
وی < | ۵ ,۵ وه ع |۱۳۸۱ 


از طرف دیگر ‏ در ملگ قائم‌الزاویه ۸ ۲ به دست می‌آید ۰ 


2 ۱۳۳ 3 ۱۳۹ 
۲ |۸۱ ۰ ۱۸0۱+ ۱0۸۵ 


ژر شعاع دایرة مثلئاتی اش یعنی . بل نت | ۱۸۰۵ بنابر این 


0 


0 311 
1 


۱ + 5 0 


۶ یادآوری می‌کنيم؛ اگر مجموع دو کمان برابر 7 (۱۸۰ درجه) 
باشد» یعنی دو کمان (یا دو زاویه) مکمل یکدیگر باشند» مجموع کسینوس‌های 


۳9 


آن‌ها» برابر صفر می‌شود. در واقع اگر 0 را زاویه‌ای حاده و مثبت بگیریم 
۵ 1۸۵۳ زاوها ننفرج می‌نوده یمنی افهای کناق مس »1 ] 
در ربع دوم قرار می‌گیرد. کسینوس‌های دو زاویهُ 6 و ( - ۱۸۰۳) قرينة 
یکدیگر درمی‌آیند و مجموعی برابر صفر پیدا می‌کنند. 

برای حل مساله: دو حالت در نظر کل 

۱ ۱ عددی فرد است. در این صورت: تعداد جمله‌ها (که برابر ۱ - ۱۱ 
است)؛ عددی زوج می‌شود و اگر دو به دوی آن‌ها را با هم در نظر بگیریم؛ 
جمله‌ای اضافی بافی نمی‌ماند. جمله‌ها را دو به دو؛ از دو طرف با هم در 
نظر می‌گيريم: جملهٌ اول را با جمله آخر؛ جمله دوم را با جملهٌ یکی مانده 


به آخر و غیره. عبارت سمت چپ برابری فرض: به این صورت در می‌آید : 


۲ - )| ۳7 | ۱(7۲ - وو) ِ ۱ 
3 تّ ۵()) لد سب )| سل اس ویم 1 - 5ج 
1 / 7 11 ۱ 


7۲ . )1( - ۱(۲ ۰ 7۲ ۲ ۳ 

رسب سب تنج ات٩‏ ی مس سس ت‌ 

1 1 ۱1 71 7 

1 (۱ - ۲ ۳7 ۱11 ۱7 

و ک‌ِ ت 


چ ۳ 


پنابراین» مجموع کسینوس‌های آن‌ها؛ برابر صفر و؛ در نتیجه» مجموع همه 
ملهقا» یر صفر می‌شود. 

( 7 عددی زوج است. در این حالت اگر؛ مثل حالت قبل» جمله‌ها 
را» یکی از اول و دیگری از آخر» در نظر بگیریم؛ باز هم مجموع آن‌ها برابر 
صفر است. ولی در اين حالت» یک جمله اضافی؛ که در وسط عبارت است 
باقفی می‌ماند. این جمله کدام است ت؟ کمان این جمله برابر است با نصف 
مجموع کمان‌های دو جمله اول و آخر (جرا؟): 


ک 11) +2 


۱ 
۲ 17 


1 
۲ 


و 09 یعنی 08۹۰ برابر صفر است. بنابراین ) در این حالت هم ) 
عبارت مفروض» برابر صفر می‌شود. 

۱۷ . داریم : 
۸8| _ چم _ اظها 


چد ر)عا 


۸0۵ ۳" 


از آن‌جا 
۴ -- ۱۸۷۳۲ ۷۶ ۲ نج ۲۷۳ - ۱۸۱ 


ارتفاع درخت. اندکی کمتر از سه متر و نیم است. 
۱۸ داریم (شعل )-*: 


ان 
۳۷۵ 5 دوز ». 
۱ ۹( بت .۳0 ۱ سس 
۳0 


۳ 


8 و ۸ 
شکل ۸۲ 
_ ا _49‏ _ ا _48‏ ا48 مب 
۵ +هنی |۱۸ ۱0۵ +۱۸0 ۰ ۱۸۵۱ ۴ 5۳ 


از آن‌جا 


:۱ << ۵۲۵۵0 + ۲۵0 ام | ۱۵ 
- <- (۱ - ۵۱۵/0 )۱ ۱۸ 
0۱۱ ۳ 8 ۳۳ 
۵- ۵6 60۵۷08۵/۸ ۱ 
به این مقدار ‏ باید » طول ارتهاع نس بایه ۳ اضافه کرد ۳ ارتفاع بلندی نك یدسا 
آید : 
۱۱ 
- 0 
٩‏ ۱ مرکز دایره محاطی مثلت» نقطه بر حو رد نیمسازهای زاویه‌های 
مثلث است. در شکل ۰۸۳ ۳ < (۸ ۱ ّ ۸ 0213و ۱ "هر ر)() 
۴ ۸4 شعاع دای ه محاطی سب (به طول 7( تتااتتان در دو فلگ "اش 63 
و 00۸0 (که قائم‌الزاویه‌اند) داریم: 
_ ۷ ۱9۸۱ _ ۵ 


رال تست - را0) 
1 ۲ ۳ ۲ 


|4۸ | < + ۱ 


از ون این دو برابری نف دسست می‌آید : 


)2 7 
ای ۳۳ ۱9۳۲ 
ی ّّ" ۲ ۲ 


ث. 4 ۱ 
از ان‌جا 0 < 7. دو برابری دیگر هم به همین ترتیب به 


و تیه 
ب ان + - 001 
3 7 1 


۰ در مثلث ۸۸ (شکل ۰۸۴ ۸۸ را میانه و 11 را ارتفاع 
آن قرضص کسانت ۳۷ وسعل ضلع ازور اسست: یس دو مثلث ۸۸/۷۲۰ و 
برایر اسبنت با نصب ساحت متل 6 اگر قاعده مشترک این دو 
امثلث را» ۸0 بگيريی روشن است که باید طول ارتفاع ۷/۸ (از مثلث 
نصف طول ارتفاع (از مثلث //۸) باشد. 

به این ترتیب؛ در مثلث مورد نظر مساله؛ فاصله نقطه ۷ (یای مبانه 


لب توا 


۱ ۱ 
۸ از دو ضلم با و ۸۲ به ترتیب» برابر > و ۷ می‌شود. از 


۳۴ 


شکل ۸۵ : 


طرف دیگر؛ فو: متا قائم‌الزاویه ۷/۸ داریم : 


۳/۲۲۱ ۳ 


۷/4 زو 


ت سس 


۱ 


به همین ترتیب : ]۸۲0 10 بنابراین؛ زاوية ۸ :)۸۷ می‌تواند برابر 
۰ درجه يا ۱۳۲۰ درجه و زاویه 110/11 برابر »۳ درجه يا ۱۵۰ درجه 
باشد. چون مجموع این دو زاویه باید از ۱۸۰ درجه کمتر باشد؛ دو حالت 
ممکن است : 

۱ ۳۰۳ < ]۸0 و ۶۰۳ < ۸۵۸ (شکل ۱)2-۸۵ 

۲ ۳۰۶ < )۸ و ۱۲۰۳ -< ۷۸ (شکل ۸۵-<). 

در حالت اول» با مثلث قائم‌الزاویه‌ای سروکار داریم که؛ دو ضلع مجاور 


دارد. 
در حالت دوم ) مانه ۸« را به اندازه خودس تا نقطه «) ادامه می‌دهیم ؛ 
متوازی‌الا ضلاع )۸ یه دسست دو فلت /2) و مر 


۵ ه ۳ 


مساحت‌هایی برابر دارند (قاعده 13/) در آن‌ها مشترک است و ارتفاع‌های وارد 

۸ و ۱ بر این قاعده با هم برابرند و هر کدا طولی براپر ۱ دارد). ولی 
مثلث. ۸۱1۶ ) متساوی‌الساقین است (زیرا زاویة ۱0/2 برابر ۳۰ درجه و 
زاوية ۱1۶//)- که با زاویه ۱/۸ برابر است - برابر ۱۳۰ درجه است؛ 
بنابراین؛ /۱196/) هم برابر ۳۰ درجه می‌شود) و داریم : 


۲ جه اظ | ۳ 0۹00 


را ببینید) : 


2 ۱۲۲۰۲ 510 ۰ ا ۶ ۱ ۲ < 3008 < ومد 


نب ۷۲ 


لا بر ۲ »۲ » 


۳ ۳ 


۱(۱۱.- داریم : 


(ج وم ط ۱)(ه وم ۱ و۵ ۱ ۲ 9و ۲ 
سس سس :2 آ | 


٩ 10 3‏ ۱)( 5۱0 - ۱) و ۱ 7 ۲و0 


1 اس ِ َ ۱ ك 
بنابراین » با توجه به شرط مباله هب ۰ که بتابر ان 
ه و ۲ 1۱و - ۱ ,ه و 608 - ۱ 


پرابری مساله ؛ به این صو رت درمی‌آید : 


۱ (+ 4 


۲ ج< ۲ ووم حد ۲ 1[ جت ۱ - ۱ 
3 110 + ۱ 


۴ | 2 


۳ ۶ 


۲ با مجذور کردن دو طرف برابری اول» به دست می‌آید : 


7 ۲ 
(۱ "7 < 8 605 1 511 ج< 1۱۲ < ۲ 005 ۲ 5112 ۲ + ۱ 


مقدار سمت چب برابری دوم را بر سب )۳۱ محاسبه می‌کنيم : 


(2 6۵9 + ۵ طاو) 2 و6۵ ۲ زو ۳ - ( جوم ج 2 وزو) ح 2 آومی ‏ 2 زو 


ل 1۳ | 
1 + 7 زو ووز: (۱ - 0( وود 


۲ 
۳ ۳ 
( 1 - ۳۳ 
و این عبارت؛ باید پرابر 7 باشد: 
۳ ۳ ۱ 
( - ۳۱ < ۱۱ 7 2 ( 17 - (((۳)- 
۳ ۲ << ۱ 7 
۹ داریم : 
< (0 + )۳۵0 - ۳( +4 م) < 9 4 ۲» 
۷( او + ۳/۱ - ۳( آوی + آوزو + ۲) سس 
(۲ +4 2 وی + 2 نازو)( دی +4 ۱) ۷« 
< (27 "ومع + 2()۱ 059۲ - ۹۲ - ۳۳ -- 
۱ آومی ٩‏ 4 ۲ آوم ٩-٩‏ 
2 "وی + ۲ آومی ۲ + ۱ -< ۲ 
بنابراین 
تب ٩0۳‏ ط«.( نا ۲۱۵ 
< (2 "ومع + و آومی ۲ + ۹۲۱+ (2 وم ٩‏ +4 2 "وم ٩‏ - ۲/۹ - 


(2 "وم +4 ۲۷/۱ < 2 وم ۲۷ + ۲۷ -- 


۳۰۷ 


۴ مقدار سمت چپ برابری را ۸ می‌ناميم. ار از دو اتحاد 


5667 ۲ 


ال ۲ ۱۱ 


با ۵5 


008601 ۲ 


۲ 
۲ وان عد 1 عد 
بل 5111 


استفاده کنیم» به دست می‌آید : 


۳» ۱ 1 2 - 3 60 ۳ " 


َ‌ 04۲ - و اب ۱ 7 + 8۲ + ۱ 

۱4 8 + 3 2 60 ۲ 
۱ ۱ ۱۵-۱ 
۳ 8 .  . ۸ 1 09 


۱ ٍ 1-9 5 ۱ 


سس سر 


7 7 17[ ح 


۷۱۵ داریم : 


٩11۳ 609 7‏ ۳ 7 1 3 5110 
_ وق ] : [ « سس 
7 1 ۱ 09 ۲ 00 + ۲ وه 


(2 518 4 )6۵82 ۳ + 2 وم ) 2 511 


2 5111 053 
: با 
7 1 ۱ اب (# وم 1 ۱ 518 
تسه ۲ سس 


۲ 2 ۱ 17 
وم‎ 0۱٩ 510 2 ( ۱ 1 0 7 


1 7 
7 نمی‌تواند برابر کمانی باشد که انتهای آن در یکی از نقطه‌های ۲ 


پا سب فرار کیرد زیرا در این نقطه‌ها :8 پا 00۱ بی معنی است. 


۸ ي ۳ 


َِ۱۱ ۰ در آغاز به دو نکته اشاره کنیم : 
/ ۳ ۲ ( ۱ 
۱( 2 سب ۸ 5 به ازای هر مقدار درست ۰ برابر صفر است. 


زیرا اگر ۸ عددی زوج باشد. انتهای کمان در نقطه 1 و. اگر ۸ عددی فرد 


, ۳7 
باشد» انتهای کمان در نقطةٌ سح قرار می‌گیرد. 


) کسینوس‌های هر دو کمانی که اختلافی برابر 7 (۱۸۰ درجه) داشته 


وس 1 ۱ 9 


باسند» فرینه یکدیگرند. به عنوال نمونه: دو کمان و 


برای حل مساله اگر فرضص کنیم : 


1 << ۷۸۲ 4 ۱ 


( که دن اه ئ شد‌دیی ات درست و غیر منفی)؛ آن وفت عبارت مفروض » 


۲ ۳۲ رف 7۳ از 
تس : + ۲۲| 05 سل ( لد - 5 ب | 5 


زا وه اه 
- (چ 7 + جا۵) فهی 1 


ی ۳7۳ ۳۹ ۱۱ ۱ 

3 سس 7 05 0 (ِ سل ۳ 05 سل تک ت ۲ 5 << 
جملة سوم برابر صفر و مقدارهای دو جمله اول؛ قرینة یکدیگرند (هر جا لازم 
بود» ۲/7۲ و ۴:۲ را از کمان کم کردیم؛ زیرا کسینوس آن تغییر نمی‌کند) ؛ 


بنابراین ؛ سح کر سرث حمله ) برابر صفر می‌ شود . 


۳ 6۵ 


یادداشت. اگر دز نسم لد طبیعی » یه بافی‌مانده ۳ یا ۳ هم پزسیم > 
باز هم حاصل عبارت؛ برابر صفر می‌شود (ازمایش کل( 
۷ در آغاز» دو طرف برابری فرض را در 0 + » ضرب می‌کنيم : 
« "وم 7 ٩10‏ 


+ )» + 0( 0 


)6 4 ( ۰ 


در سمت جچب ضرب‌ها را انجام می‌دهیم و در سمت راست» به حای لد 
۱ مقدار ساوی آن 2(۲ "و60 + 2 " 0و) را قرار می‌دهیم : 


۲ ۲ ۲ ۲ 9 0 : 
(2 ومع + ۸ ظ5۱) < ۲ 605 + 2 8 ۳ 27 ۱0  -‏ 2 911 
0 


توان سمت راست را عمل و سیس ‏ سباده می‌کنيم : 


7 7 


۲ ۲ 9 ۴ کت ۰ ۳ .و 
و < ۲ و۵ ۲ ٩10‏ ۲ - 2 نت۳ ۳ 511 س 
3 


سمت چپ برابری را» می‌توان به صورت مجذور یک دوجمله‌ای نوشت : 


اگر دو ظرف بزابزی را بر ۷/6 (که ضفر نیست) تشنتیم کنیم: 


۲ 
موی ۱۱۱ 
. ِ( 


و ۳۱ 


ولی» در دو نسبت مساوی» هر نسبت پرابر است با نسبت مجموع صورت‌ها 


۲ تن ۲ ۰ 
۱ 008 4 2۲ (511 ۲ 60۵8 ۳ 5112 


1 / 64 ) + 


| 


۱ ۱ 
2 0۵9 2 [8)اسسن ب 
"(0 + ») "(0 + 6) 


و این همان جیزی است که اثبات آن را لازم داشتیم. 
۷۸ دو طرف برابری را در ۱ - ۲ و + ۸ 5 ضرب می‌کنيم» پس 
از عمل‌های ساده ده دست می‌آیذ ّ 


+4 10( -ع) + ه وم 2 صلو (0 + 6) 1 ۲ رو (۵ - 6) 


1 5 : 5117 < (6 - ( 4 2 605 (ن --6) + 


برای این که این برابری» یک اتحاد باشد. باید ضریب‌های جمله‌های متشابه 


60 اه عا اه 6 م۱ کح لووسم 
که از آن‌ها به سادگی نتیجه می‌شود : 


ند استت: چم| اعد او امس ون 
۳1 


۲ 


شکل ۸۶ 


۱ ِ ۱ 0972 7 58112 
چم و( جسمه 0 
ات تن ۲ ۱ - 1 6065 4 2 5117 

۹ در مثلث غیر مشخص ۸10۰ (شکل ۰۸۶ 1111 را ارتفاع 
مثلث و با طولی برابر ۸ فرض می‌کنيم. طول ضلع‌های ۰12 ۸0 و ۸ 
را» به ترئیب؛ برابر 0 و » فرضص می‌کنيم. می‌دانيم ؛ مساحت مثلث ( ۸ 
برابر است با نصف حاصل ضرب فاعده در ارتفاع» یعنی 


۱ 
۱ / ۱ - تس 0 
)۱( 7 
در لت فائم‌الزاویه رل داریم : 
"1 و نت م, 
<< | ج- - < ر) [511 
0 
که اگر در پرابری (۱) قرار دهیم. نتیجه می‌شود: 
بویت بب ٩‏ 
< و 
۵ ۲ [ . 


داریم 
۰ +۳۵۵ . (۱ + 0۱۳۲۵۵ 605 


۳ 811 ۵ 1 0 
608 6/۱ -۳۸8۵( ۱-۳۵۵ 


۵5 6 - ۳ ۵ 


۳۱ 


۱. جدول و نمودار هر یک از معادله‌های ۱ تا ۶ را» در شکل‌های 
۷ در صفحه‌های ۳۱۴و ۲۱۵ سنید. 

۲ ۱) هر خط راست موازی محور 1/7 معادله‌ای به صورت 
<- ۲ دارد؛ و معادلة (۱) وقتی به این صورت درمی‌آید که در آن 


ضریب ل برابر صفر شود : 
و < م خح< هو << )۲ 


در این صورت. معادلهٌ (۱) به صورت ۳ - * درمی‌آید که نمودار آن» با 
محور 1 موازی است. 

۲) پاسخ. ۱ < ». معادلٌ (۱) به صورت ۱- <- 1 درمی‌آید. 

۳) برای این که خط راستی از مبداء مختصات بگذرد» باید مختصات 
مبداء» پعنی (ه ,ه) در آن صدق کند. 

پاسخ. ۳ < » و معادلهٌ خط راست (۰)۱ به صورت ه < ۳۷ + 1 


۱ ۱-6 
۲۴ ضریب زاویةٌ خط راست (۰)۱ برابر ات است (چرا؟) و اگر 


بخواهیم با نیمساز ربع‌های اول و سوم موازی باشد. باید این ضریب زاویه 


۳ ۱ 
< ۱ << ۲» < ۱ ) << )» < 
۳ ۳ 


۳۱۳ 


وا تا ۳ ۹۹۹۰۹٩۹۰٩۰٩۰۹‏ 


۰۱ +۲ (۱-)-<۲ +۲ب- < بر (۳ 


۸٩ شکل‎ 


۳۴ 


ت: 
ار و 1۳ 


ج ۳ (ز۷- از ۲- ۳۳۳ + آز۲- <ز( ۵ 


۲-۱ >۱(۲-۱- ۲۳2۲+( )۲ بت 


۵) باید ضریب زاویهٌ خط راست. برابر ۱- باشد: 


سب ۱ 
۳0 


1 - << م خت ۲6 جح نم ۱ خت بح 


۶) نقطه‌ای از مسحور 22 که طولی برایر ۲- دارد» به‌مختصات 
(ه ,۲ -) است. باید مختصات این نقطه در معادلهٌ (۱) صدق کند: 


) 6 ۱()-۷( ۰-۳ 5 < 2 


۷ با قرار دادن ۲ < 7 در معادله ۳ < 1 + ۰ مختصات نقطه‌ای به 
دست می‌آید که خط راست (۰)۱ از آن می‌گذرد : ۳ مختصات این 
نقطه » باید در معادلة (۱) صدق کند : 


۱ ۱ ۱ ۱ 
۱0 ۱( ۳ ۲۹۸ ۲ 


۱ ۱ ۱ 

۸( مختضات نقطه برحورد دو ۳-4 رات ره ات (همان نله 

برخورد خط راست ۱ <- ۵۷ + ۷ با محور 1۷). مختصات این نقطی 
باید در معادلة (۱) صدق کند: 


۳ 
و 


٩‏ ار ۱ <- ۷ (عرض نقَطهٌ برخورد) را در معادله‌های خط‌های 
واسیت فرار ذهیم » برای طول رم له برخورد مقدارهای (۱ 4 ۲6 )- تب . و 


۳ ثٍِِ ۱ 
ملگ ع « به دست می‌اید؛ که باید با هم براپر باشند : 
4-۲ ) 
و ت ۲ سب [) س فت7 ۱ 1 )۲ 
سم ]) 


۳ 


از آن‌جا برای ۰ عددهای ۲ و ۱- به دست می‌آید. به ازای ۲ < 6 با 


۱۲ ۲۸/۰۲ و و 1 ]۳۱ مد 8 


سروکار پیدا می‌کنيم که در نقطه (۱ ,ه۵-) به هم می‌رسند و به‌ازای ۱- < 6 


6 < 1 س له ۲.2 - 1 1 3 


که نقطه برخررد آن‌ها (۱ و ۱) است. 
۱۰( باید داسته پاسیم : 


که با مجذور کردن دو طرف این پرابری و انجام عمل‌های ساده؛ به دست 


می‌اید 
۱۱ 
0 1 ند ۲۲ حب ب‌ار۱ 


۲ حاصل ضرب ضریب زاویه‌های دو خط راست را برابر ۱- قرار 


۳ 
۱ -- ) )0 ۱ -- 1) 
۱ - چتد اب سح مت ا سسسسست مس 
۲ + )۲ ۱ + ۲ ۳ 


۳ همه جمله‌های معادله را به سمت جپ برابری منتقل و نسبت به 


پارامتر ,»۰ منظم می‌کنيم : 


ست [ ۳) + ۱(6 یال | 


این برابری؛ وفتی سست به 6 یکی اتجاد است که داشته پاشیم : 


۳ - 7 | و < ۱ -- ۲۸ ۲ ۳ ۱ 
۳ ۷ ۱ 
۱-- << /1 و سح ۳ اس ۳ ۱ 


خط راست مفروض. از نقطهٌ ثابت (۱- و ۰0۳ به ازای همه مقدارهای » 


می‌گذرد: 
1 6۲ 


۳ نموداد 77 ا» در دو حالت؛ به خط راست تبدیل 


می‌شود : 
۱) وقتی که داشته باسیم : ه < 6 و ه ع< 0 که در این صورت ‏ 
خواهیم داشتت : 
0۵ 0 + 02 
لو * لول ۷ 
۳ ۱ ۱ // 
که خط راستی است با ضریب زاویه‌ای برابر 7 


/ 0 ۱ ۱ 
دج باق ۶ را , ه ) 
/ ( 


۰ 6 9 ۱ 


<< او 4 < 4 


و در شجه 


6 4 6 0/4 9 


۵ 4 2 ۵ +4 :0 
۵ أ‌ ۱ ۳ ۴ ۳ ۹ 


۳۱۸ 


هد < ز ج< ۰ > (و - »)(و + م) 


مجموعه نیمسازهای ربع اول و سوم و ربع دوم و چهارم) نمودار معادله را 


تشکیل می‌دهند ؛ 


» < (۳ + )(۲ - )<< ۲-۶ د ۲و 


بنابراین» نمودار معادله عبارت است از دو خط راست ۳- - 7 و ۲ - ۲ 
(که با محور ۳ موازی‌اند). 

۶ پاسخ. محور 8(ه < 9) و نیمساز ربع دوم و چهارم 
(2- < )۱ 


( ۱۵ 4 ۷ سر 1 /۱۵1 سل ۷:۲7 سس 2 


(۵ - ۲()۵ - )رز 


بنابراین ) نمودار معادله» عارت است از محور .۳( ۷) و دو خحط 
راست موازی محور 1/1 (۲ ۸ و ها < ) : 
۸( برای معادله؛ دو حالت وجود دارد: 


1 


2 < زا چد ه < ز (۱ 


- < لا ج« ه > ۷ (۲ 


نمودار بل عه 37 در شکل ۳ داده ده تن 


۳۹۹ 


شکل 4۵. نمودار ۰ |۱۶ +۷ شکل ٩۴‏ نمودار ۰ ۶ || + 


۰) شکل ۹٩۵‏ را بینید؛ 
که در زیر محور "3 قرار دارد؛ نسبت به این محور به دست اورید. 

۲۳) برای «< 7 داریم ت لو بای 8 > ۳ داریم زا 
(شکل ۹۶). 

۳( گر ۵ یه 4 آن‌گاه سب /ا و اگر 7 ۰1 آن گاه 9 
(شکل ۱۷). 


۴) به این جدول توجه کنید: 


ججمه 


اگر ۲- یا ۳ ان وقّت (۲ + 5)- <- ۲ + ۱2 و 
(۱ - 2)-2< ۱ - ۱۱2 یعنی 


(۲- > ۲,)۵ < (۲ + ») + (5-۱)- < ۷ 
اگر ۱ > 2 > ۲- آن وقت » < ۲ + 2 و » > ۱ - ۰2 یعنی 
(۱ > 2 > ۲-),۳ + ۲2- <- (۲ + 2) -(۱- »)- < ۷ 
اگر ۱ < 2 آن وقت ه < ۲ + وه < 2-۱ یعنی 
(۱ < ۲,)2- < (۲ + ت) - (۱- )<< ۷ 


نمودار (۳ + »| - (۱ - | < ۷ را در شکل ۹۸ ببینید. 
۵) تنها مختصات مبداء در معادلهٌ » - ۲رد ۲ صدق می‌کند ؛ 


نمودار» از یک نقطه منفرد تشکیل شده است. 
۶( معادله مفر و ض ‏ ده سادگی ند این صورت درمی‌آید : 


0 (۲ روف ۱(۲ بت :| 


که تنها مختصات. نقطه (۲-,۱) در آن صدق می‌کند. 
0۱۷( نمی‌توان دو عدد حقیقی» پرای ۲ و ۰۷ بیدا کرد که در معادلة 


» ع ۲ + رود و 


صدق کنند (۲ + "7 +۰1 هميشه مثبت است و هرگز برابر صفر نمی‌شود). 


۱ < ۲+ 2 چت ه 2 واه ح 2 (۱ 


شکل 4۶. || +۷ شکل ۹۷. *- || <۷ 


و ۳ 


شک ۰۹۸ ۱-۱۱-۱۲۲۱ ۷ 


|| + |۲۱ ۶۱ ۰۹۹٩ شکل‎ 


ری شو: 


از خط راست ۱ <- ۷ + ۰8 تنها باره‌خط راست ۸1 (شکل ۰۹٩‏ بخشی 
از نمودار تابع است (نقطه‌های وافع بر پاره‌خط راست ۰۸1 طول و عرض 


مشت دارند). 

1 زا ۰2 2 زاره > ۲(۵ 
که نمودار آن» باره‌خط راست 0 (شکل ۹۹) است. 

۱ < ۷ - 2 جد ه > لا ,ه > 2 (۳ 
که باره‌خط واست لرزرب) (شکل 9 نمودار آن است. 

۱ < [ - 2 چ< ه > را,ه < 2 (۴ 


که نمودار آن» باره‌خط راست ۸( است. 

نمودار ۱ <- |7| + (5) عبارت است از نقطه‌های وافع بر محیط مربع 
(۸ که مرکز آن در مبداء مختصات و. قطر آن؛ برابر ۲ است. 

۵ برای بیدا کردن مختصات نقطه‌های برخورد دو نمودار باید با 
معادله‌های آن‌ها» یک دستگاه شامل دو معادلةٌ دو مجهولی تشکیل داد. با 
حل چنین دستگاهی مختصات نقطه‌های برخورد؛ به دست می‌آید. 

۱) از معادلة دوم دستگاه داریم 7 < ,:. در معادلهُ اول دستگاه قرار 


می‌دهیم ؛ به این معادله ساده می‌رسیم : 
۲ < « جد ۴ < ۲ ج- ۸ - ۲۲ 
دو نقطهٌ برخورد؛ برای نمودارها به دست می‌آید : 
0 


۳۳۳ 


۲) در معادله اول دستگاه؛ 2-  <‏ فرار می‌دهیم. دو نمودارء دارای 
٩ 8 1‏ 
پل بر ار سل ره ی-) # 


۳) از تفاضل دو معادله به دست می‌آید : 


۶ + ۴۵ 
(+) کش و جده - ۱۲ - ۱۰۷ + »۸ 


این مقدار 7 را در معادلة ۵ < 5 فرار می‌دهیم ؛ به ترتیب خواهیم 


۳ 
۵ < رح ) +۱ 


۴۱۵۲ ٩+ ۴۸۵-۸۹ < ۰ 
)۴۱۵۲ - ۴۱۵( + )۸۹ -۸۹( > ۰: 
۳۱۵۲)  ۱( + ۸۹) ۱( هت‎ 
) 3 - ۱()۴۱۸ + ۸٩۹( < .هم‎ 


۰ له 1 ۲ 1 
1 ۳ ۲ تست زان 


که با فراز دادن آن‌ها؛ در معادلهٌ (*)) مقدارهای ۷ به دست می‌اید. 
نمودارها؛ دو نقطه برحورد دارند : 


۳۲ ای ۱ 
| او (۲ :۳۱ 


۶ از حل دستگاه شامل معادله‌های دو خط راست ۸4 و )4 
مختصات نقطه ۸ به دست می‌اآید : 


۱ و << لیا سب ۳ ۱ 
۱ وت ۵ - ۳۷ + ۲ ۱ ( ۸ ) 


و ت ۲ -- ۳ ( ۸6 ) 
۳۲ 


به همین ترتیب» دو معادلة خط‌های راست ۸ و ۰/36 مختصات نقطه 
و معادلة خط‌های رانست و ت90 مختضات نقظه ‏ را به:ما 
هنال : 

(۴ ,0/۲ و (۱,۳-)11 


قاعده )۸ موازی محور عرضص است و ؛ بنابراین ) طول ارتفاع 32 به 
سادگی و با توجه به شکل ۵8 قستقا قف این 

۲ سح | ۱ 

|۸۸ | - ۵ 

۱ 
و بنابراین ) ار مخل تن برابر ۷ واحد مر می‌شود. 
از حل معادلهٌ دو ارتفاع "913] و ۸۸ با یکدیگر» مختصات نقطهٌ 11 

محل بر حو رد ارتفاع‌ها یه ی تسس ای معادله ارتفاع یل عبارت اسنت 


از ۳ < ۷. ضریب زاویة خط راست ۸۸ عکس 


اس 


قرینه ضریب زاویه محط 


۳۳۵ 


معادله آن داریم : 


ه ت ۵ - 1 +4 ۳ چ- (۲ - ت)۳- < ۱+ ۷ 


و برای مختصات نقطه 11 : 


۲ 
سر ۵ سب ۵ مد 1 ۳۹ 
رن 
۳ 2 ۷ 
رهلک خط‌های راست » ح< ۴ - رز 4 و و ه عد ۱ -- ۲۷ - 5 
موازی نیستند (چرا؟) و بنابراین» محل برخورد آن‌ها» یکی از راس‌های 


چ 


۳ جح ۴ با لت 2 
۱ و عت: | نت ۳۵ ه ل 


مختصات نقطه ۸ در معادله فطر صدق می‌کند؛ بنابراین 
و <. ۱ لد /۳1 نستد. بقي 


معادلة قطر ۸۸6 از متوازی‌الا ضلاع است (در ضمن اگر سه خط راست 
را در دستگاه محورهای مختصات رسم کنیم؛ می‌بينيم که» فطر؛ بین دو 
ضلع قرار گرفته است و می‌تواند قطر باشد). نقطهُ برخورد این قطر با محور 
طول» نقطهٌ ( ,۱-)۰7 یعنی محل برخورد قطرها است (مرکز تقارن 
متوازی‌الاضلاع؛ در نقطة برخورد قطرهای آن است.) نقطه برخورد قطرهاء 


در وسط هر قطر فرار دارد. یعنی 
۵ج بت چد .ره + ۲ << ۲ج مت +2 < ۲2 


۲ 


اب ع یل جد یل +2۱ ۰ << م 1 .م۷ 


۳۶ 


بخصات رای 0 معلوم شد: (۱- ۵۰ -) ر). 
ضلم 13 با ضلع (۸1 موازی است. بنابراین» ضریب زاویه‌های برابر 


۱ ۱ 


۱ 
ضریب زاویه‌ای برابر 7 داشته باشد : 


۱ 
بسچ (و اس ( و 


از حل این معادله» با معادله »ه << ۴ - ۱ + : (معادله تس 3 به 


ی ِ مخصات راس )1 ره سادگی به 


دست می‌آید زبییا کنید!). 

۱۸ , طول فاعده دز ثر برایر ۳292 می‌سود. حون فسات مثلت برابر 
۱۴ 1 
سس -- ۲ بسا از جع ات 
چ - 3۷۶ :61-۸ 


< ۵-۱-۷ ج ها ۲ 


طول نقطهٌُ ) را 4 فرض مي‌کنيم. چون. نقطهُ ۰6 روی خط راست: 
» < ۲ - 4 + ۲2۸ فرار دارد» بنابراین عرض آن. برابر ۲۵ - ۲ می‌شود. با 
استفاده از دستور فاصله یک نقطه از یک خحط راست؛ طول ارتفاع 1 از 
حسب 0 به دست می‌اید : 


|۵۵ - )۲- ۲۵-۷ _ ۱۷۰-٩ 


الا - |67 
4 ۲ 1 ۱۷۵۲ ۱ ۱ 


۳۳۷۲ 


به این تریسب 6 باید داسشته باشیم : 
۷۵۰-٩۱ ۶‏ 
1 ۳ 0 
از آن‌جا #1 یعنی طول نقطه رف سیس ‏ ۳ قرار دادن در معادلهٌ خط راست 
و < ۲ - ره + ۲ عرض نقطهٌُ 6 به. دست می‌آید. 
پاسخ. مساله دو جواب دارد () می‌تواند در یکی از دو طرف خط 
۶ ۲۵/ 
راست ۸13 واقع باشد) : (۴ ۷-)0 با | سم 0 
۷ 
که حیل راست : از زمطه :*) می‌گذرد. با در دست داستن صر بسا زاو به 


۵ ۳ . پاسح. ۱ ه - ۱۳ -- ۳1 :۵ (موازی با خحط راست 


۲ ۰ -< ۱۱ - ۵۷ -- ۳۸ (عمود بر خط راست مفروض). 
۱ِ۱۳. دو خط راست 


ه < ۷ - ۲۷ + ۲ و ه < ۵ + ۳۷ - ۲۸ 
بر هم عمودند (جرا؟)» بنابراین . معادله‌های دو ضیم مجاور مستطیل اند. 


مختصات راس ۳-9 در نج کدام از این دو معادله صدی نمی‌کند ) بنابراین ؛ 


دو ضلم دیکر مستطیل از 4 می‌گذرند و با دو ضلع مفروض موازی‌اند. 
پاسخ. و عج ۷۷ 41 :۲۵ و ه د ۱۳ ند ۲۱ - ۲ 
۲ دنو خط راست » < ۲۷ - :2 و » < ۱۵ + ۲۷ - 5 با هم 


موازی‌اند؛ بنابراین» معادله‌های دو ضلع رو به رو از مستطیل‌اند» ضمن حل 


ب۸ ۳ ۳ 


هر یک از آن‌ها با معادله قطر» مختصات یکی از راس‌های مستطیل به دست 


از ب و ح< ۲۸ - ۳ ۱ 
| سب اد لا ۷ 


مه < ۱۵ ۲+ ۲۱ - ۲ 
< ۱۵ + 7 1 ۷۲ 

ضلم 0 از ن) می‌گذرد و بر » < ۱۵ + ۲ - 2 عمود است؛ همچنین 
ضلم (۸1 از ۸ می‌گذرد و بر ۵ <- ۶" و خزود ات بنابراین معادله 


ه - 1 + ۲۵ : معادله (0) 
ه - ۵ +4 ۷ + ۲ : معادله ((۸۱) 
اکنون دیگر نقطهُ 13 از برخورد (۸19) و (/196) و نقطة (1 از برخورد 
(۸) و ((0) به دست می‌اید: (۰ ,)9 و (۵,۵)(. 
۳ تصویر ۲ بر خط راست» یعنی پای عمودی که از "۸ بر خط 
راست رسم می‌شود. بای عمود را 1 می‌ناميم و معادلة خط راست ۸ را 
(که از ] می‌گذرد و بر خط راست مفروض عمود است) بیدا می‌کنيم : 


۵ 
< ۲+۱۴ +۵ ج (۶+ :)2-۳ ۲ - ۷ 


از چد 


۲ تیب < ۳۳ + ۵۷ تب :۴۵ ۱ 
ایب و حد ۱۴ + ۳۸ + ها 


۲ تصویر نقطهٌ ۲ را بر خط راست ه < ۳ -- ۳ - ۲2 نقطه 
۳ وسط باره خط زاست او | ان 


۳۳۹ 


پاستخ. انقطهُ (۱۱-,۰)۱۱ فرينة نقطةٌ ۲ نسبت به خط راست 


مفروضص ابا 
۵. از نقطه (۲ ,۸)۰ واقم بر خط راست » < ۶ - ۳۷ + ۲2 
عمودی بر آن رسم می‌کنيم (نقطهٌ ۸ را می‌توان؛ در هر جای دیگر این حط 


۳ 7 
زاویه‌ای برابر ج دارد و بنابراین» معادلٌ آن چنین است: 
۳ 
0 ۲ ۱ ۳ کب 8۲ 


نقطه 1 محل برخورد این عمود با خحط راست دوم به سادگی به دست 


۲٩ ۵‏ هد ۴ 4 ۲۷ ۳ 
ترییی وا خن 
۱۳ ه < ۱۷ + ۶۷ 1 ۲ 


مختصات نقطهٌ 7 وسط باره‌عط راست ۸1۶ به سادگی به دست می‌آید : 


۲٩ ۷‏ 
| بت سب ] از 
۲ ۲۶ . 

خط راستی که از نقطه 77 موازی یکی از خط‌های راست مفروض (یعنی با 
ضریب زاو به - رسم شود) ‏ خحط راست مو رد نظر ای 

پاسخ. ۰ < ۵ + ۱۲۷ + ۸۵. 

۶ می‌توان ابتدا ضریب زاویة هر یک از خط‌های راستی را که از 
ضلم‌های مثلث می‌گذرند» پیدا کرد. 


ی ۲۳1 
۳ هر نت ۷ اسب ات 
۳ ۱ تا بت 


كت ۹1 


۳ ۳۳۹۵ اه یی ۵ 


۳۳9 


شکل ۱۰۱ 


سپس معادله ضلم‌های مثلث )1 ۸ را نوشت و. بعد» مختصات راس‌ها 
را یه دست آورد. 


ولی در واقم ؛ نیازی به این عمل‌ها نیست. هر یک از جهار ضلعی‌های 
0 ۸0 و ۸0/80 متوازی‌الاضلاع‌اند (شکل ۱۰۱) و 
بنابراین ؛ مثله برای )۸ و ۸۸ می‌توال نوشت : 


از و ی 


۵ ع ,, لا < ع + ولا < بر + رل 


و به همین ترتیب؛ برای راس‌های "19 و "ر). 

پاستم. (۵ ,۰۳-۹ (۹- ,۳۳ و (0*0۷,۱. 

۷ شبه مسالة قبل» می‌توان مختصات نقطه‌های ۰۸ 3۶ و ) و 
سیس معادله‌های ضلم‌های مثلت )۸3 را بیدا کرد. 

۸ ضریب زاویه خط راست 0۸ برابر ۳ و بنابراین» ضریب زاوية 
خط راست ۰ برابر و است. 4 از نقطهٌ ۸ می‌گنرد بنابراین» برای معادلة 


۲ 
وا و وچ (( بای دی ۲ سر 


۳۳۱ 


۵ ۲ وسط بر است؛ یعنی (۲ ,1۱)۲. ضصریب زاو به مبانه 
۲ ۱ ۱ 
119۱ برایر ۰ یعنی ۴ و» بنابراین» ضریب زاویه خط راست عمود بر 


آن ؛ بربر ۴- است. باید معادلة خط راست با ضریب زاویه ۴- را که از 
9 ۳ - 7 1 ۴۶ چد ۲۱۱ )۳ -- ۳ ول 


4 
۰ پاسخ. ره ,۸-۷ و ,۰ . 
۱ ععادله‌های قطرها» به صورت 


و << 1 -- ۲ و ه ۵ +4 ۲۷ - 3 
درمی‌آیند و 3 مختصات نقطه بر خورد آن‌ها (۳ ,۱) است. 
۲ راهنمائی. نقطه برخورد قطرها» وسط هر یک از دو قطر است و 
بنابراین) 
م۳1 < ۷ + لا و ۳3 و و * 


9 را ولا < رب 7 


از اپن‌جا» مختصات دو نقطهٌُ ) و (1 و. سپس معادله هر ضلغ به دست 
می‌آید. 
۲۳ باید ضریب زاویهٌ خط راست 1۱/۲ با ضریب زاویة خحط 
راست ۱2۱/۷ برابر باشد: 
۳ ۰ #۱ کی ۱ 
و . واعت یو 
۴ . حل مساله ۱۳۲ را ببیتید. 
۵ برای این که خط راستی از دو نقطهُ ۸ و 7 به یک فاصله باشد 
باید یا با خط راست ۸1 موازی باشد و یا از نقطة وسط پاره‌خط راست 


۳۳۲ 


بگنرد. در حالت اول؛ ضریب زاويةٌ چنین خط راستی؛ با ضریب زاويةُ 


۱ ۲ روج .. پرللا ول . 
۱ ۱ 
4-۷ ۱۱ سر 


اکنون؛ معادلهٌ خط راستی را می‌نویسیم که از (۳)۳,۵ بگذرد و ضریب 
مج 1-۸ 1 2 ج< (۳ - )- < 1/۵ 
دز حالت دومع مختصات نشطه 6 وسط باره خط راست و گر را بیدا می‌کنیم. 


ولا 1 ملا _ ۳ ...9۳ 1 


9 ۲ 7 سب < ۲ تب یه‎ ٩ 


راست مورد نظر راست : 


٩ ۱‏ 1+ ۵ ۵ -- ۲ 
ید و پچ ۱ 
۲ - ۳ ۳ -- ۲ 


۲ حل مساله ۲ استكد: 
و واقع‌اند. "۸ قرینة ۸ نسبت به خط راست 2 و ۷ نقطة برخورد 
باره‌ حط ژاشسا 2 با انسخا, مجموع فاصله‌های نقطه ۸۷ از دو نقطه 
۳ ژِ 4 برابر با طول باره‌خط زایست ا ۸ سی شود (جرا؟)؛ ولی اگر 
توا تمای مگزی از نود و بل جر 13۳ شیر کت 
۸۵۱ :۱۸/۱ + ۱۸/۸۱ -- ۱۸/۱ + ۱۸۳۲۸۱ 
(در هر مثلث» مجموع طول‌های دو ضلع ؛ اژ طول ضلم سوم با رگتن ات 7 


۳ 


نقطه‌ای از 2.2 است که مجموع فاصله‌های آن از دو نقطهٌ ۸4 و مه 
کمترین مقدار ممکن است. 

در حالتی که ۸ و 7 در دو طرف "3 باشند نقطه ۸11 در نقطه برخورد 
پارهحط راست ]۸ با 27 وافع است (چرا؟). 

در مسالهٌ ۰۱۴۷ نقطه‌های ۸ و ۶ عرض‌های مثت دارند و هر دو در 
بالای محور "2 واقم‌اند. وقتی فرینٌ ۸ را نسبت به 22 بیذا کنیم» نقطه 


۸ به دست می‌آید که طولی برابر طول نقطهٌ ۸ و عرضی برابر فرینة عرض 
نقطهٌ ۸ بیدا می‌کند: (۲--,۳-)۸۳. معادله خط راست ۸ چنین است : 


۱ ۷ ۲ + ۵ ۵ - ۷ 
و جح ۱۲۱ .. 4 بت ۱۷/۲ وت سب مت مت مت 
ِ/ ۱ كً ۳ + ۲ ۲ س- ۳ 


که از بر خورد آن با محور ۰3 نقطه ۸ به دست می‌آید : 2 ) 1 
۸. خط راست ۰ << ۵ -- ۷7 - :۲ در یک طرف خط راستی است 
که از دو نقطةٌ 1 و ۸۷ می‌گنرد. بنابراین» حل مساله؛ کاملاً شبیه حل مساله 
۷ ات 
برای بیدا کردن قرینه نقّطه ۸11 نسبت به خط راست مفروض؛ ابتدا معادله 
خط راستی را می‌نویسیم که از ۸1 بگذرد و بر خط راست مفروض عمود 


۳۳۴ 


باشد : 


۱ 
9 ۲۱۵ اد ( ۷ 2ب ح< ۱ - لا 
اگر این معادله را با معادلهة خط راست مفروض» در یک دستگاه فرار دهیم؛ 
جوات دستگاه مختصات بای عمود را ( که 80 می‌نامیم) نه ما می‌دهد : 


ج< 
۳ 2 ۵ -- 1 - ۲ 


» < ۲+۵ + 2 ۱ 
برای مختصات ۸1 (فرینة ۸ نسبت به خط راست » <- ۵ - ( - :۲۵) 
چون 1 وسط ۱ است. داریم : 


8 س 3 سس ۳2 سسسد: رسب سل بر 


مت ۱/۳۳ تست پر۲۷ نت بیر ل 13 ۳۳ 


معادله خط راستی را می‌نویسیم که از (۵ ,۵-)۷ و (۷- ,۸/6۹ بگذرد: 
۱ ۶ 1-۷ ۵ ۵ -- | 
۵ ات ۵ -- (۷1 اد ول چت سب عت ۱۳۳۲ 4 
٩ ۷‏ ست ها سب ها -- جر 

نمطه برخورد این خط راست با خط راست ه < ۵ - 1 - ۲ همان 


نو - ل -_ ۷۷ ۲ 
ی ۷ ۱ 
ات ۵ < ۵ - لو سب ۲۲ 


۵ . اگر دو نقطةُ ۸ و 7 در یک طرف خط راست 4 باشند. نله 
1 محل برخورد خط راست ۸ با خط راست ۰ نقطه‌ای از خط راست 
است که تفاضل فاصله‌های آن از دو نقطهٌ ۸4 و ۰3 بیشترین مقدار ممکن 
است. در شکل ۱۰۳ -الف. به روشنی دیده می‌شود: 


۱۸ ۸۱ - ۱۷۱ ۱۸8۱ < ۱۸/۸۱ ۳۱ 


۳۳۵ 


ولی اگر ۸ و 7 در دو طرف خط راست 4 باشند. نقطهٌ ۰۸ محل برخورد 
خط راست ۸ با خط راست ‏ است ("۰12 فرینة 17 نسبت به خط راست 


است). در شکل ۱۰۳ -ب دیده می‌شود : 


۱ 2 ۱۸۸۶ - ۱۸/۸۱ - ۱۸/8۱ - ۸۱ ۱۸۶ 
ام > ۱۸۵۱-۱۸۸ - ۱۸۲۸۱ - ۸/۱ 


در مساله ۰۱۴۹ نقطه‌های ۸ و 7 در دو طرف خط راست مفروض قرار 
دارند؛ بنابراین باید مختصات نقطه "2 فرینة 1۶ نسبت به خط راست 
مفروض را بیدا کرد+؛ سپس با حل دستگاه شامل معادله‌های خط راست 
۳ و خط راست مفروض؛ مختصات نقطه مورد نظر ۷ را به دست آورد 
(عمل‌ها را انجام دهید!). 

پاسخ. (۷)۲,۵. 

۰ . دو خط راست 


۱ -- ۳۱ +4 7 ۷4 و ه -< ۱۷ - ۷1 - 3 


خط رت رام مسابلههای للم اه و 46 از مخت 480 می‌گرنم. 
بنابراین ) ۳ عح- ۸. 


۳۳۶ 


ضلم های آن به دست می‌آوریم : 
(۲-,۳)) ,(۴ ,۵-) ,(۳-,۴-)۸ 


که از آن‌جاء برای طول ضلع‌های مغلت بر این عددها را خواهیم 


۳ 


۸ | - ۵۷/۲,۱۸0| < ۵۷/۲,۱| 2 ۰ 


متلرت ۸ متساوی‌السافین و + در راس ك قاتمية امسیت 


۵۱ ۱۵۲, استدلان رفشق.استا: 
۱ و ۱ 


ارتفاع» از نقطة (۲ ,۵) 77 می‌گنرد. بنابراین» معادله آن» به صورت 


۶۱ و ۱ و۸ 
۸۵۱ - ۲۲ ,66 


ظ و ۸ می‌گذرد. ضریب زاويهُ (81) برابر ۲ و بنابراین» ضریب زاوية 


۳۳۷ 


۱ ۱ ۹ ۳3 ۳ 
ضریس زاو به خحط راست 0۵ جنین می‌شود : 


5 ۴۵ -- ۸0 


۳۶ 
۰ 1 6 بت 


برابر باشند : 
۱ , تثٍِِ۳ - ۴۰ 
تا ۳ ۰ 1 0۲ 
اگر مقدار 0 و در مختصات نقطه 0( ( که بر حست؛ ۲) استت) فرار دهیم » 

پاستخ. (۶-,۶)). ۱ 

۳ راهنمائی. معادلهة ارتفاع ) را می‌توان به دست آورد» زیرا از 
نقطه 81 محل بر خورد دو ارتفاع ۸ ۴ 1۷ می‌گذرد ژ ضریب زاویه‌ای 
نرایر عکس قرينة ضریب زاویه ضلم ۸1۶ دارد. معادله ارتفاع طرر6) جنین 
شود : 

» - ۲۳ - ۵1 + ۲۸ 
نقطه 67» روی این ارتفاع است. اگر طول نقطه :) را ۵ فرض کنیم؛ می‌توان 
مختصات راس ) را این طور نوشت : 


۷۳۳ 
(0 0 ۳ 
۵ 


ضریب زاویه ضلم ۰46 عکس فرينة ضریب زاویذ ارتفاع ۰13/۷ یعنی برابر 
ِ- اس فتفادله ضلم ۸0 را با در دست داشتن ضریب زاویه و مختصات 
راس 0 (بر حسب 6) بنویسید. سپس آن را با معادلة ضلم ۰۸۸7 مثل یک 
دستگاه دو معادلة دو مجهولی حل کنید. به این ترتیب» مختصات راس ۸ 


۳۳۸ 


بر حسب 0 به دست می‌آید که باید در معادله ارتفاع ۸ صدق کند. از 
این جا؛ ۵ و در نتیجه» مختصات نقطهُ ۸ و» سیس معادله‌های دو ضلع 
۸2 و 0 بیدا می‌شود : 

پاسخ. معادله ارتفاع ): » < ۲۳ - ۵ + ۳ 

معادلة ضلع 0 : » < ۲۲ - ۴۷ + «۳: 

معادله ضلع )۸ : هد ۵ - ۷ - ۲۸ 

مختصات راس‌های مثلث: 


۸4) -۱, --۱(, )۲,۴(, 0/۶, ۱( 


۵ راهنمانی. مساله را می‌توانید با اين طرح حل کنید: ۱) نقطه 
۸ روی هیچ کدام از دو میانه نیست (مختصات آن در معادله‌های مانه‌ها 
صدق نمی‌کند) ؛ بنابراین» معادله‌های مفروض. معادله‌های دو میانه‌ای هستند 
که از راس‌های 1 و ) گذشته‌اند. ۲) مختصات نقطهٌ برخورد میانه‌ها را 
بیدا کنید و آن را ۷ بنامید. ۳ روی خط راستی که از ۸ و ۸۲ می‌گذرد؛ 
پار‌خط راست (1 را با طولی برابر طول پاره‌عط راست ۸۷ جدا کنید 
(شکل ۱۰۴). با معلوم بودن مختصات نقطه‌های ۸ و ۰/۷ مختصات نقطهة 
] را پیدا کنید (۷2/ وسط پاره‌خط راست (۸1 است). ۴) توجه کنید که 
چهارضلعی ۷ /)(1 17 متوازی‌الاضلاع است (قطرهای آن» یکدیگر را نصف 
کرده‌اند) ؛ معادله هر یک از خط‌های راست 1(1 و 6( را بنویسید (هر دو 
خط راست از نقطه (1 گذشته‌اند. یکی موازی میانه / 79 و دیگری موازی 
میانة ۷/:/) است). ۵) از برخورد خط‌های راست ۳( و 7۸۷ مختصات 
راس 1 و از برخورد خط‌های راست 6( و ۰0/۷ مختصات راس 6 را 
بیدا کنید. ۶) با در دست داشتن مختصات سه راس مثلث. معادلهٌ هر ضس 
ان را بنویسید. 


پاسخ. ه ح< ۲-۷( ها ۱ ۴۱ و و و < ۲ درا - 2 


۳۳۹ 


شکل ۱۰۵ 


۶. راهنمائی. ۱) 7 روی هیچ کدام از دو ارتفاع ننستتا. ۲ حظ 
راست ۸4 از نقطة معلوم 9 می‌گذرد و ضریب زاویه‌اش؛ برابر عکس قرینه 
ضریب زاويةٌ ارتفاعی است که از راس () می‌گذرد. ۳) به کمک معادله ضلم 
۶ و معادله ارتفاع 7 مختصات راس ۸ بیدا می‌شود. ۴) به همین 
وتیت: نعصات زا.0 به دست می‌آی.. ۵) با معلوج بخ مختصات 
راس‌های مثلث» معادله‌های ضلم‌های آن‌ها به سادگی معلوم می‌شود. 

پاسخ. و ۳۵-۵-۱۳ ه د ۵4۲-۱ < ۸-۲۷-۱۷ 

۷ اگر قرینة نقطه‌ای مثل ۸ وافع بر ضلح زاویة 4 را نسبت به 
نیمساز این زاویه بیدا کنیم (شکل ۵ به نقطه‌ای مثل "۰/۷ روی ضلع 
دیگر زاویه می‌رسیم. 

در مساله ما؛ راس ۸ روی دو نیمساز مفروض نیست. معادله‌های 
مفروض متعلق به نیمسازهای دو زاوية داخلی ۶ و 6 از مثلث ۸1 


ن ۳۴ 


هستند. مختصات نقطه‌های فرینة ۸ نسبت به این دو نیمساز» روی ضلع 
دو نقطه به سادگی به دست مو آیند؛ 


۲ ۷۱۸۳ ۱۳۳۳ ۱ ۵ 


خط راستی که از ۸۱ و ۸۲ بگذرد همان معادله خط راستی است که از 
ضلم ۱/8 می‌گذرد. این معادله جنین است : 


و 2 ۲ 1/۲ - ۲ 


با در نظر گرفتن معادله ضلع 136 و معادله نیمساز زاویهٌ 7 مختصات نقطه 
و شبه آن؛ مختصات نقطة !) به دست می‌آید. با معلوم بودن مختصات 
سه راس؛ بیدا کردن معادله ضلع‌های تاو ۸0 دشوار یست: 
پاسیم. ه د ۲ ۲۸۵-14 ه ح< ۲۸-۷ و ها و و۲۷ نو 
۸ ضریب زاویة ارتفاع ]7 برابر ۱ و بنابراین» ضریب زاوية ضلم 
40 پرابر ۱- می‌شود. معادله ضلع )4 با در دست داشتن ضریب زاویه 
و نقطة ) از آن» به سادگی به دست می‌آید : 


۵ ده ۷ بت لا با له چتد ۷۱ سا )ات ۳ بت 


ای با معادله‌های نیمساز (41 و ضلع ۰۸0 دستگاهی تشکیل دهیم با حل 


ار ند 


۳ 4 1 - ۷ و حت‎ | ٩ 
اک ۵ 2 لم) - ۲ لد‎ 


اک قریجه راس ) را نسبت به نیمساز (۸1 پیدا کنيم نقطهٌ دیگری از ضلم 


۳-۹ 


می‌دهیم تا خط راست ۸1 را در نقطٌ ") قطع کند: "ر) قرینة /) نسبت به 
( است: 

ضریب زاوية خط راست (۸1 برابر 7- و؛ بنبراین ضریب زاویه خط 
راست "00 (عمود بر (۸4) برابر ۲ می‌شود. "0 از (۴,۳)/) می‌گذرد 
و معادله‌اش جنین است. 


از حل معادلة "00 با معادلژ (۰۸ مختصات نقطة ۳ (وسط 00) به 


ای #فیسستا می آید ۳ 


۱ ه << ۵ - 1 - ۲ 
شنت او ی 


با توجه به مختصات دو نقطهُ 6 و ۳ مختصات نقطةٌ آن) پیدا می‌شود: 
۲ << م2 << م۲8 < عظ ۲ ,7 
0 << رم << ولآ < یلا ( 7/9 


با در دست داشتن نقطه‌های (۲- ,)۸ و (۱--,۲)ر) معادله خط راست 
۸۷ (که همان خط راست ۸4 است) بةه دست می‌اید: 


۱ ۲ بل ۱ - 1 1-۳ 
و ححت للم سل ۱۷۸ سل : ۳ 
1 نت7۳ ٩‏ -- ۲ ۲ اد بل 


دستگاه شامل معادله‌های ضلم ۸۸ و ارتفاع مخصات نقطه ۶ را 
به ما می دهد . 


ک و << ۵ ۷ + ۳ ۱ 
۲ ۳ + ۷ + ۲ ۱ 
۱ خ: ۲۳ لت زب ۳ 


۳۲ 


مختصات دو راس (۱ +-)3] ۴ (۳ )62 دار اختیار ماست 3 یه یاری 
آن‌ها: معادله ضلم تال هم 3 


۱ ات 2 از 
5 7۳505 


و << ۲۰ + ۸ - و چ 


۱۵۹ . 1 با معادله‌های دو خط راست 7 و ۲ دستگاهی تشکیل 
دهیم؛ با حل دستگاه مختصات راس ل به دست فایلا 


و 


ات ه < ۱۲ ۲ ۳۱۸ - ۲۲ ۱ 
۲ ه < 11 + :۲ 


با در دست داشتن دو نقطة (۱- ,۸0۴ و (۳,۲-)۰19 معادلة ضلع ۸9 


۱ 4 ۲ ۲ -- / 
۵ 2 ) ۷ 1 ۳ هد سس م- 
نات ۴ بت ۳ -- سز * 


1 ۱ 
رگ ترایر َ- اشکان برای ضلع با میخخصات یکی از نقطه‌ها (۸) و 
ضریب زاو به را می‌دانیم. معادله آن را می‌بویسیم : 


۴ 
۶ 1 ب ۲ ۲ ۳8ج ( سس بب ۱ و 


از برخورد ضلم )۸4 با میانه ۰12/1 می‌توان مختصات نقطهٌ ۷۲ (وسط 
ضلم )۸ ) را بیدا کرد: 


-< ۷ 


بٍ ۱ و عد ۱۵ - ۲۷ + ۳ 
۳ و < ۲7۸ 1 ۲۰۲ 


۳۳ 


به یاری مختصات دو نقطا ۸ و » مختصات نقطة ) به دست می‌آید: 
2-۸ ,98 << پر۲2 < بر 7 
۷- < ,لا << رل < رل ۲ ۷ 
سرانجام» با در دست داشتن نقطه‌های (۲ ,۳--) و (۷--,0/)۸ معادله 
خحیط راستی که از ضلع )1 می‌گذرد» معین می‌شود : 
2 یس 
۱٩ ۰ ۳ ۸۳ ۰‏ ا ینت 4+۴ ۲ 
۰ ضریب زاوي ارتفاع 911 برابر ۳- و بنابراین» ضریب زاوية 
۱ ۱ ۹ ۱ ۱ ی نا ۱ 
ضلم )۸ برآیر ۳ اسنگا حول راست ) از نقطه معلوم (۱۷- ۲,۱ )۸4 
می‌گذرد؛ پس معادله آن حجن ی 
۱ 
.۲۳ ۳ وچ (۲ جات < 7۰۴۷ 
با تشک دستگاهی شامل معادله‌های دو خط راست ۸6 و ۰0/۸ مختصات 
نله 6 به ات فر آید ؛ 


۸ ۳ و 
| ۶ < ۰ 

۳ + ۲۸ +۷ 9 _-- 

عرض آن برابر ۱۱ -- ۳- می‌شود: 


206, -۳6 - ۱۱( 


با توجه به مختصات نقطه‌های ۸ و ۰ مختصات نقطهٌ ۸1 (وسط پاره‌خط 


۱۰*۰۲ 
مت + ۷ 
۲ ۴ 


۳۴۴ 


این مختصات؛ باید در معادله میانه ۸/) صدق کند: 


6 1 ۲ 


۴- - بج ج- ه - ۲۷+ ۱۸ +4 ۳۵) - ۳ 


بتابراین» برای مختصات نقطه ۶ داریم: (۴,۱-). 

با در اختبار داشتن مختصات سه راس مثلث؛ معادله ضلم‌های نا و 
رنه دنت مي‌آید. 

پاستخ. معادلة ضلع ۸1 ۶ 8 اب ۱ رو | سا ۳۲ ! 

معادلة ضلم ۸6 : و حد ۲۳ --۰ ۳۸ - ( ) 

معادلٌ ضلم 190 : » < ۱۹ + ٩۷‏ + ۰۷3 

راهنمائی. یک راس مثلث (نقطهُ ۰۸ نقطه برخورد دو خط 
راست مفروض است: (۷,۵-)۸. خط راستی که از مبداء مختصات 
می‌گذرد با ضریب زاویةُ 7 فرض کنید (۰ < ,و - 73) و نقطهُ برخورد آن 
را؛ با هر یک از دو خط مفروض به دست آورید (نقطه‌های 1۶ و ): 


٩ ۱‏ ۹ ۱ ۱۳ ۱ 
۳12 2-۳ كٍِِ ۳ ۳ 
۲ + 12 ۲ ۲« 1۲ زو ۱ ت ۱12 


فاصلة نقطهٌ ۸ را از خط راست 80 با | ۸1| نشان دهید و آن را (بر 
حسب 7) محاسبه کنید. مقدار مجذور طول باره‌خط راست 0 را (بر 
حسب 70) محاسبه کنید و» سپس» حاصل ضرب 0۱۰|۸|(۲ظ|) را 


برابر ٩‏ قرار دهید (حاصل ضرب طول قاعده در ارتفاع برابر دو برابر مساحت 
مثلث است). اگر جواب‌های زیادی را کنار بگذارید» دو مقدار برای 7 به 
نت قي. ال ؛ ِ- و ی 
پاستم. و 2 ۲۱ ط 0 ۰ </۲۵7 + ۲۲ . 

۲ اگر بخواهیم مساله را» بدون یاری از هندسه حل کنیم» باید 


معادله خط راستی را که ۳ با ضریب زاوية 17۲ می‌گذرد بو پسسیم ۳ میت 


۳۳۵ 


شکل ۱۰۶ 


نقطه‌های برخورد آن را با دو خط مفروض پیدا کنیم (کافی است تنها طول 
پا تنها عرض دو نقطهٌ برخورد را به دست آوریم) و. سرانجام شرطی را 
پنویسیم که 1 وسط دو نقطه برخورد باشد. اين راه حل؛ دشوار نیست» ولی 
با محاسبه‌ای کم و بیش طولانی سروکار پیدا می‌کنید. 

به شکل ۱۰۶ توجه کنید. اگر از ۸ (نقطهٌ برخورد دو خط راست 
مفروض) به ‏ وصل کنیم و باره‌حط راست ۸/۳ را به اندازهٌ خودش امتداد 
دهیم تا به ۸ برسد؛ سبس از ۰ دو خط راست موازی خط‌های راست 
مفروض رسم کنیم تا آن‌ها را در ۸ و 13 قطم کنند. خط راست ۰۸7 همان 
خط راست مورد نظر است (زیرا چهار ضلعی ۸/۸ ۷۲3 متوازی‌الاضلاع 
است و قطرهای آن» از نقطهٌ وسط یکدیگر می‌گذرند). 

با معادله‌های دو خط راست مفروض: دستگاهی تشکیل می‌دهیم و با 
حل دستگاه؛ مختصات نقَطة ۸۷ (نقطهُ برخورد آن‌ها) را به دست می‌آوریم : 


۸۱ ۱ ۱ ۵ج ۷ :90 نت:: ۲ 
ای مس بیس < ۷ 
۴ ۳ ۱ و 2 ۲ +4 + 3 


مختصات نقطه 1 را طوری بیدا می‌کنیم که نقطه ی وسط باره‌خط راست 
۲ باشد : 


۳۴۶ 


۸ 
د۳۷ 2 ۳۳۳ بت م۷ تََ ۳ ۷ 


مفروض؛ و مثلاً * ۲ - و - ۲۵ رسم می‌کنيم به این معادله می‌رسیم : 


و ح< ۱0 ت ات ۲ 


و نقطه برخورد آن را با خط راست ه ح< ۳ + + 2 (خط راست دوم) بیدا 


۱۶ ٍ‌(. م ۱ الاب ۳ ۱ 
- ]| و ج 
۳۲ ساس‌مب( 


ه عد ۲۲۳ - زو ۸۵ 


۳ راهنمائی. دو خط راست مفروض با هم موازی‌اند و نقطهٌ ۰ 
دزشت نز بط آن‌ها قرار دارد (با محاسبه ثابت کنید.) بنابراین» هر خط 
راستی که از ۳ بگذرد» در برخورد با دو خط راست؛ پاره‌خط راستی پدید 
می‌آورد که» در نقطهٌ ۰ نصف می‌شود. 

۴ مععادلهٌ خط راستی که از مبداء مختصات می‌گذرد» ۲۰۵ < لا 
می‌گيريم و مختصات نقطه‌های برخورد آن را با دو خط مفروض. پیدا می‌کنيم. 
اگر این دو نقطه را ۸ و 7 بناميم به دست می‌آید : 


زره ۱ ۱ ۵137 ۵ | . 
۱ ۱ مت ار 
سم (ت | 


که از آن‌جاء برای مجذور طول باره‌حط رانتتت ۸4 به دست :مر ایک ؛ 
(۱ + )۲۵ 
(۲ - 7) 


۸۴| < 


۳۳۷ 


هیا بر قرف حسالهه بای براس اش 
۱ ۱۱+ ۲۵۲۰۲ 
۲ ۲(۲ - 17) 


پاسخ. و < 1 4 ۲ و ه < ۳ - :2. 
۵ در آغاز» مختصات نقطةُ ‏ را بیدا می‌کنيم. اگر وسط دو نقطهة 
ر و ظ را 6 پنامیم » در ضمن ‏ ر) وسط ۸ و ) فرار می‌گیرد و باید داسته 
باشیم 
؟ ط م۲8 ح رم م۲۸ << مت ۲ ر ۷ 
و جون ار)افسط با و ظ است: 
(۴ + ۳ ح ۱ + م5 << رم۲۸ < ور + م5 


که از آن‌جا؛ به دست می‌آید : ی < م. به همین ترتیب» عرض نقطه 


‌ 
ب) هي محاسبه می‌شود: ت-< < م1 
۷ ۱ ۱۳۲۳ 
باید معادله خط راستی را نوشت که از (چ-,-) 0 بگذرد و ضریب 
زاویهای رای «٩‏ حافته بافند (ضنریت: زا یه-خط راست ۸۳ بای واجل 


ه < ۱۱ - ۲۸ + ۲ 
دس ۵ ضلع رز شر و قطر ۸۸0۲ یکدیگر را در راس ۸ فطع هي _کنند : 


1 ۱ ۵ سد ۲ لا 
۳ ۸ب #سی.ب] 


همچس » قطر )زر ۴ ضلم 07 در راس 3 ب هم هي زر سند . 


۱ ۵ سح ۲ رن و | 
با > لیب 


0 
۲ 


۳ ۴ ۸ 


قطر (111 بر قطر ۸6 عمود است و از وسط باره‌ حط راست )۸ می‌گذرد. 
در نتسه معادلهٌ آن به سادگی به دست می‌آید : و < ۲ - لز + . این قطر 


ضلم 0 را در ا و ضلع (۸1 را در (] قطم می‌کند : 
(۲,۶-)(] و (۴,۰) 


۷ خط راست (]/. با ضریب زاويه ۱ - ۰8۴۵ از نقطه 
(۶ +۵ )) می‌گذرد ؛ نسن + معادله ۱۳۳۵ رات 0 جنس را 


و حد ۱ دز - ۲ ج- (۵ - ]۱ حد ۳ - /1 


تین است: 
حج ل) ‏ ( با و چتد (۱ مس )سا ۴ 1 


به یاری معادله‌های دو خط راست (]1) و (ر]ر مختصات راس (1 به دست 


می‌آید : ۱ 
۲ و ۱ زاس و 
۳ 0 0 و 
از ضرب طول‌های دو ضلم 2 و (۰۸1 ساحت مستطیل به دست می‌آید. 

پاسخ. ۶ اعد ور (رواتل مربع). 

۸ مریع را /)۸13) می‌گيريم (راس‌ها را با آغاز از (0: در جهت 
حرکت عقربه‌های ساعت در نظر گرفته‌ایم). چون طول ضلم مربع؛ برابر 
است با ۰۴۷/۲ پس طول قطر ) برابر ۸ می‌شود (چرا؟) و برای راس 
خواهيم داشت (1)۸.۰/. 

به سادگی روشن می‌شود که ضلم ۸() روی نیمساز ربع اول و ضلم 
با روی نیمساز هت فرار دارد و؛ بنابراین» معادله‌های این دو ضلم 2 


۳۳۹ 


صورات 
هم < +4 2 : (۰:)00 < 1 - :(00۸) 


درمی‌آیند . خط راستی که از ضلع می‌گذرد با سم 0 موازی است 


و در ضمن. از 1 می‌گذرد. به همین ترتیب» (130) با (00) موازی 
است و از ۶ می‌گذرد؛ در نتبجه» معادله‌های آن‌ها جنین است : 


۸ روت و (90) وه سا و اج : ( 9 


قطر ۰۸0 از نقطهُ (۷)۴,۰ وسط قطر ۵1 می‌گذرد و با محور ۷ ۷ 
موازی است؛ یعنی معادلهُ آن» به صورت ۴ <- ۸ درمی‌آید. 

۹ ) مختصات راس 8 با حل دستگاهی به دست می‌آید که 
معادله‌های آن» معادله‌های خط‌های راست ۶۱۷ و (1] هستند: 


وا کشت 


۵ و < ۱۵ - ۱۳۸ + ۴۸ 
2 < ۵ - ۲ + ۳ 


با در دست داشتن مختصات نقطه‌های 7 و 6 معادلة ضلع ,0 پیدا 


می‌شود : 
پٍِ ۳۲ پیب( 
تست ۷ تت 2 نا کت تست 3 مت 
, ۴ ۴ 2 


نقطهٌ "ر)» فرینه نقطة :) نسبت به نیمساز (131 روی خط راست 1۸ قرار 
دارد. ضریب زاویة خط راست )/) (که عکس فرینه ضریب زاویه خحط 


می‌گذرد و ضریب زاویه‌ای برابر ۲ دارد) ؛ جنین است : 
9 ۵ - ۲-۷ چ ۴۱ - )۲ << ۲ -- ۲ 


و ۵ ۳ 


دستگاه شامل معادله‌های خط‌های راست 0 و (۰79 مختصات نقطهٌ 16 
(وسط پاره‌حط راست /)/)] را به ما می‌دهد : 

ار هو < ۵ ره ۲ 

سفنت اوق 


1 ت وس مل جح 1 -- و 27 سل #: 

۱ ع< ,یلا 2 ما۲ ع< بل + ما 
دو نقطة (۲- 13)٩,‏ و (۱-,0*)۲ از خط راست ۸۸13 معلو‌ند. نارای 
می‌توال معادله خحط راست و۳۷ ر به دست 1 


۱ ۱ !| + ۲ - 1/۱ 
و -- ۵ - ۷ بت اس ات سس سد سس 
٩ -- ۲ ۷ 7*#ِ##ِ‏ ۲ - 2 


نقطه ۸ روی ضلم ۸1 فرار دارد. اگر طول آن را ۵ فرض کنیم» عرض 
ی می‌شود و بنابراین» مختصات نقطه ۰/۸۸ وسط پارهحط 


آن برابر 


راست 6 ثر سس 4 یه داست می‌آید : 


۱ - ۱ ۴ ۱ 
3 جد ۷ 


۴ ۲ 
مختصات نقطه ۰۸ باید در معادلهة حط راست 97 صدق کند. از آن‌جا؛ 
مقدار ۰۵ به دست می‌اید: ۱۳- < ۵+ و مختصات راس ۸ از مثلث 
تشن خسن می‌شود : ۱۱ ,۱ - )۸. 
مختصات راس‌های ۸ و ) معلرم‌اند؛ معادله ضلع انا ند وست 


۱ ۱ 
و اج ۴۲8 #4 سس و هت مت مت جتت :: یرس 
وش ۸ لد ۲ ۴ - 7 


۳ ۱ 


می‌گيريم. در این صورت. با توجه به معادلة خط راست ( 1 عرض این 


نقطه ) برایر می‌شود و برای مختصات نقطةٌ 11 (وسط ضلع 10) 


خواهیم داتت: 


,)۷ 
ار ۸ ۲۴ ۱ 


مختصات نقطهٌ ۰۸ باید در معادلهٌ خط راست ۸/۷ صدق کند: 


< ۵ - ۱۰۷ + ۶۵ : (۸۱۷) 
۰اه چاه ۵ - ( )۱۰+ ( )۶ 


۸ ۲ 
بنابراین» (13)۱۰,۵ یکی از راس‌های مثلث است و با مفروض بودن راس 
۵ < ۲۵ - ۷1 - ۶۰ : ()9]) 
و برای آن» به دست می‌آید : (۳)۱,۷/) (محاسبه کنید!). 
شور وسست داستن مختصات نقطه‌های ۲ ۳ 18 خواهیم موی 
ه -- ۶۵ - ۹ + ۲ : ۸۱ ) 
به شکل ۷ توجه کنید. اگر میانهٌ ۸:۱1 را به اندازٌ خودش تا نقطه ۸ 
ادامه دهیم؛ جهار ضلعی وزرا متوازی‌الا ضلاع می‌شود (قطرهای آنء 


۶ موازی است و معادلة آن به سادگی به دست می‌آید : 


مه ح ۳ + ۹٩‏ + ۲ : ( 4 ی)) 


۳0۳ 


شکل ۱۰۷ 


از دستگاه شامل معادله‌های دو خط راست 6۸ و ۸۸ (همان )۰ 
مختصات نقطه ۸ محاسبه می‌شود 
9 ۲ و -- ۲ 1 ۹1 13 
7۲ اه ٩‏ + 1۳ 
۵٩ <‏ - ۱۰۱ 1 ۶ 


نقطه ۱۲ وسط دو نقطهٌ ۸ و ار افتتگان با در دست داشتن مختصات 
نقطه‌های ۸ و ۰ مختصات نقطهٌ ۸ به دست می‌آید : 


س 


ره باری مختصات راس‌های ۳ ۴ یت 9 معادله ضلع 9 بیدا می‌سود : 


و < ۳۱ - ۱۳۵ + ۱۸2 : (/)4ر ) 


۰ . ساله دو جواب دارد: مثلث ۸ و مثلت ۸/۳( (شکل 
۸۰۸ معادله ضلع ۵ () (معادله محر 1/1( عبارت اشسنت از ۵ - بآ 
حمل راست ۸( با ایا همست محجوٍ زر 1۳7 راوبه‌ايی برابر ۳9 ذر حه 


ی 7 
می‌سازد؛ بنابراین» ضریب زاویه آن؛ برابر سو- ات 
0 > ۱۷/۳۷ - ۰ : (01) 


۳۵۳ 


شکل ۱۰۸ 


ضلم ۸۶ از (۸ +۸)۰ می‌گذرد و با جهت مثبت محور طول» زاویه‌ای برابر 
۱۵۰ در ید می‌سازد : 


۰ < ۸۷۳ - ۷/۳ 4 2 ۰( 
به همین ترتیب» برای ضلم‌های ملس رای : 


ه > ۷۳ + 2 : (0) 
م < ۸۱/۳ + ۱/۳۳ : ( ۸ ) 


۱ پاسخ. و د ۳ +( + 2 یا ه عد ۳ - بر + 2. 
راهنمانی. متوازی‌الاضلاع را /0۸126) می‌ناميم. 19 فرينة () 

نلست به ۷۲ و ب) قرینه ۸4 تست به ۸۷ است. 

پاسخ. ۰ < ((0۸)؛ ۰ < ۱۲ + ۲ - ۸(۴۰)؛ 
۴ < ۳0/(۷)؛ ه < ۳۷ - 60۵(۴۵). 
۱ ۱۷۳ پاسخ. ۲۵ واحد مربم. 

۲ راهنمانی. از ضلع‌های جانبی» یکی زاوية ۶۰ درجه و دیگری 
زاویهٌ ۱۲۰ درجه با یت محور 2 2 ۳ 


پاسخ. * عد ۶+ تن واه س ۶ - لت + 


۳۳ 


۱۰۹٩ شکل‎ 


۵ همه چیز در شکل ۱۰٩‏ به روشنی دیده می‌شود: 


۳۷ 
آ/۷ 
۷ 


۵ 


‌ 


۳ 2 ۲۱/۴ . 


۳ 


0 


پاسح. و عد /1 ( (۸۸) ۳ ت ۷ ( 13 )۰ 
۱ ۱ ۳ سم ۸ 
ه حت ۵ د احصت - ۱ 3 گر << ل) مس جر رب 
سره سم ۱ ۷ 
وتر صدق نمی‌کند). نقطهٌ | ب) تصویر راس ) بر وتر» در 


۱ بیع ۵ ۲ سب ۳ 
وسط ضلم ۸1 قرار دارد. طول راس ۸ را ۵ بگیرید (عرض آن سس 


می‌شود) ؛ قرینه ۸ نسبت به () را بیدا کنید» مختصات راس ‏ بر حسب 6 
به دست می‌آید. ضریب زاویه‌های دو خط راست ۸6۸ و 116 را بر چحسبت 
»اب دست آورید. اين دو ضریب زاوبه باید عکس فرين یکدیگر باشند؛ 
زیرا ( ۸0 ) بر (/)9]) عمود است. از این‌جا برای مقدار ۰0 به معادله زیر 
می‌رسیم : 

6: - ۱۱۵٩+ ۱۸ < ۰ 


پاسخ. » < ۲۳ - ۲۱ - ۵ و ه < 4+۶ ۵۷ + ۲. 
۳۵۵ 


۷ راهنمائی. لوزی را (۰۸1901 فطر مفروض را ۸0 و ضلع 
مفروض را ۸7 بگیرید» ۸)٩,۵(‏ به دست می‌آید. ۸۷ وسط دو نقطهٌ ۸ 
و 60 است. از این‌جا» نقطهُ (۳--,۱)/) بیدا می‌شود. معادله قطر (31] (که 
عمود بر قطر ۸407 است)؛ به صورت ۶ < ( + 2 درمی‌آید که از حل آن با 
معادلهٌ ضلم ۸۶ نقطه (9)0,۶] و» سپس قرینه آن نسبت به ۰۷ یعنی 
(۳-,1()۱۰ مشخص می‌شود. 

۸. راهنمائی. ضلع )13 بر خط راست 7 و ضلم ۸ بر خط 
راست 12 عمود است. بنابراین» معادلة ضلع‌های نیاو ۸ و سیس 
مختصات نقطهٌ ) به دست می‌آید. 

پاسم. (۳--,۳۲-)(. 

۷:۹ ن خظ راستی موازی. 2:2 است. بنابراین اگر نرتو نور 
ضمن تابش با این خط راست. زاویه‌ای برابر 4 بسازد» ضریب زاویة مسیر 
آن برابر ۲80 و ضریب زاويةُ مسیر بازتاب برابر 60 خواهد بود (مسیر 
بازتاب با جهت مثبت محور ۰2 زاویه‌ای برابر ۵ - ۲ می‌سازد). 

فرض می‌کنيم» مسیر تابش نور» خط راست ۱  <‏ را در نقطه 1 فطع 
کند» اگر ضریب زاويهٌ خط راست ۸ برابر 17 باشد» ضریب زاویة خط 
راست ۳۶ برابر 77- می‌شود. معادلهُ خط راست ۰۸ 

۴ +4 ۳۰ - ۱۵ < ا ج- (۳ - )۸ < ۴ - ۷ 


۳۱۲ -- ۳ 
1 1 3 
111 


می‌شود. معادلة خط راستی را می‌نویسیم که از ] بگذرد و ضریب زاویه‌ای 


برابر 177-- داسته باشد: 


۲۲1۶ -- ۲ ۱ 
1 - ۱ < 170 ] << 1 < 173 + ۱7 - ۲ 
۱ 111 


۳۵۶ 


این خحط راست باید از نقطهٌ (۴ ,7۶/4 بگنرد. از آن‌جا مقدار ۲۰ به دست 
۲ 

می‌اید : < 171. 

پاسخ. مه < ۵ ۲۷/4 -- 9 ه << ۱ + ۲۷ ۲+ :2. 

۰ معادلهٌ خط راستی که با ضریب زاويهُ برابر 170 از نقطه (۲۱۷) 
بگذرد؛ جنین است : 

0 جح ۷ ۱1((41 ست 1 :172 

برای این که فاصلهُ نقطهٌ (۲ ,2)۱) از این خط راست برابر ۵ باشد» باید 
داشته باشیم : 


۱ تارج ۱ و 1 ب ۵ تیه ۷ ۲۱71 لاح 11 


۱ 122۲ 
۰ ۱ 
وت (۵ +« رم _ ۲+۷ 2-۲ 70| 


0 ۲ ور ۱ ۷/177۲ 


۰ ۵ 
از این‌جا به دست می‌اید: ۰ < 17 و ی با 


پاسخ. و << ۷+ را و ه < ٩۴‏ - ۱۲۷ طد ۵:۲ 


۳ 

۲ خط راست ۲ < ۷؛ ۲) صورت و مخرح کسر‎ ) ٩ 
6 4+ ۱ 

غیر منفی و مقدار صورت از مقدار مخرج» هميشه کوچکتر است» یعنی 

وف 
0 
7 0 
که 


طول نقطة 17 برابر واحد و عرض آن» عددی کوچکتر از واحد است. بنابراین؛ 
مکان هندسی نقطهُ 1۶ باره‌خط راستی اسست موازی محور 1/1۷ که از نقطه 
(۱ ۳4 )۰ آغاز می‌ شود و تا نهصله (9 3۳ ادامه دارد. در وافع 


۳ 


هی ات ی [ اد که 6 


۱ + آبم 


۳۵۷ 


نقیلد 5 1 به مکان ن. ت» ولی نقطه + متعلق به مکان است (شکل 
۱۱(" ۳) خط راست ه ۷ ت جز ۲ ۴( داریم : 


۷ <- ۴,۷ + 1 < 7 
7 را بر حسب 1 محاسبه و در فرار می‌دهیم 


۰ ح< ۱-۱۲ - ۳۸ چ- (۴ - )۳ < لا 


۵ 5180 < 7 و ۱ - ۳۹۸۵ < ۷ پس ۳-۱  -<‏ یا 
و 2 ۱ - لو ۲ ولی 0 510 از ۱- کمتر و از ۱+ بیشتر تس 6 بنابراین 
۲ و۱۷ > 5 > ۱ 
نمودار مکان هندسی نقطه ]۰ عبارت است از باره خط راست ۲۱۳۲ که 
روی خط راست 8 ۷ سب 1 مت ۱۳۳ فرار دارد و در آن (۴-,۱-)۱ و 
(۲ ,۲۲)۱ (شکل ۱ ۵+ ۶ ۲۷ + ۳ - و << . 
۲ با فرض (۸1)2,1 داریم : 


۱۸۲۸| - )» - ۵(۲ + ۱۲:۱۸ 8۱۳ < )» -۱( + ) - ۴(۰ 


۳۵۸ 


شکل ۱۱۲ 
۸ + ۸۷ + ۸2- - ۱۸۲۱۲ - ۸۱۳ ۱۸۲ 
و بنابراین» معادله مکان هندسی نقطه ۸1 به صورت 
اتغ۱6۳ ان 4 


۱/۹۳ . روشن انتتتیه که برای نقطه )۸ شمیسه 9 س_ ك داریم : 


۲ اعد يم خ ۲ - ام 3 کت 0 


و در نتیجه. معادله مکان چنین است : 


نمودار مکان در شکل ۱۱۲ داده شده است. 
۴ ,بر خورد دو خط راست ۲ <- ۷ + ۲3 و ۵ 1 2 < بل نقطه ۸4 


۳۳ بد ۲6  )‏ ۳ 2 
0 3 ام ۱ ۳۵۹ 


را به ما می‌دهد : 


و برخورد خط‌های راست » < ۲ + 2 و ۵ + 2 < لا نقطهٌ ۲ را: 


[ئپ نس - )۶ 
با حذف 4 بین مختصات نقطهُ ۰۳ معادلهٌ مکان آن به دست می‌آید : 
ماد | -- رو ۳ 
۵ معادله‌های خط‌های راست ۸1۸ و ۸1۸ چنین‌اند: 


:(۸۸),ه < ۲۵ + (۲ +4 6) - :68 
۰( ۸۷) ,۰ < ۲۵ + اه - ۲(۲ - 6) 


از این‌جا؛ مختصات نقطه‌های ‌ ۲ 1 به دست می‌ایند : 


۳ ۱ ۳ ۱ 
) +- ۲ ) - ۲ 


ه - (۲ - ۲۵/6 + ۴(۷ ») - ۲( - 6) 
و یا 
۲ # »,ه < »۲ + ۲(۷ +») - »(۲ - ») 
که اگر آن را نسبت به بارامتر » منظم کنیم: . 


ه - (7 + )۲ - »(۲ + ۱« - 2 ) 


و ۳۶ 


رای رن از تفه بای (۱ 1 م گر 
۶ اگر فاصله نقطهٌ (11)2,۷ تا خط راست ۰ <- ۱+ را 
7 بنامیم باید داشته باشیم : 


(۱ - ) + و - (۱+ ) چت ۱۸/۲۱ - ۸/۱ 


ِ ۱ ب ب ۱ 
از آن‌جا؛ معادله مکان هندسی نمقطه ۸۲ به دست می‌اید : اش 0: 
۱/۳۷.- ضلم ۸ بر محور 0 فرار دارد. خحط راست 7۲7 <- /1 (موازی 
و (۰)۳0 با ۲ و 0 و تصویرهای ۳ و 0 روی ۸ را با ۸۷ و ۸ نشان 
دهد . 


3 - 8[ | سم و -. و۱ 
۲ ۳ ۳ 1 ۲ 0 ۲ ۲ 


۵ 0 11 ح۵حخ]۱ 


تاه ۳ مرکز تطیل زا یر در وسط فقطر /۳ (یا وسط فطر ۸۷ (6) 


افقت 0 - 
ك ۲ 4 77 س 
تب < ورس  -‏ | 1 
۲ ۲ ۱ 


روی خط راست زیر افتتت 
و .<< | بت 1 3 


خط راست 1702 وقتی است که روی ضلم ۸1 قرار گیرد. در این حالت؛ 


۱۳۶۱ 


مستطیل به پار‌خط راست ۸41 تبدیل می‌شود که مرکز آن نقطهُ (۰ ,۱)*] 
(وسط پاره‌خط راست ۸) است. مرز بالای پاره‌خط راست ۰0 وقتی 
است که از نقطهٌ ) بگذرد که دوباره» مستطیل به باره‌خط راستی منطبق بر 
ارتفاع "6 (از مثلث /۸6) تبدیل می‌شود و مرکز آن» نقطهٌ (۲ ,۱-):۲ 
وسط بان است. 

به این ترتیب» مکان مطلوب» عبارت است از باره‌خط راست بل که 
در آن» (۲ ,۱-)۲ و .)٩۸۰(‏ 

۸ باید در دستگاه شامل معادله‌های 


۱ راو ۱ و 


پارافتر 9 را خذف کرد. برای اين منظور لا - 2 را محاسبه می‌کنیم و از 
برابری حاصل» 7 را بر حسب 5 و ل به دست می‌آوريم و؛ سپس در یکی 
از دو معادله بالا قرار می‌دهیم. 

پاسخ. معادله مکان هندسی نقطه ۸ جنین اشننت : 


ود ۲۵-۲۵-۲٩4۴‏ - رد ات 


۰. این» یک مساله خالص هندسی است و در این‌جا؛ می‌خواهیم 
راه حل آن را» به پاری «هندسة تحلیلی» پیدا کنیم. به یاری «هندسهة تحلیلی» 
و با وارد کردن دستگاه محورهای مختصات. می‌توان مساله‌های هندسی راء 
با روش‌های چبری و به یاری محاسبه حل کرد. مساله‌هایی در هندسه وجود 
دارند (مثل همین مسالهٌ ۰/۱۹۰ که راه حل جبری و محاسبه‌ای آن‌ها؛ بسیار 


۳۶ 


ساده‌تر است. در ضمن. در راه حل جبری» اگر با دقت جلو برویم» کمتر 
گرفتار اشتباه‌های ناشی از شکل می‌شویم و به همه حالت‌های ممکن؛ دست 
مي‌يابيم. البته نباید فراموش کرد که راه حل جبری مساله‌های هندسی» گاه 
منجر به محاسبه‌های طولانی و ملال‌آور می‌شود؛ در ضمن» زیبایی راه حل 
هندسی را (که ناشی از منطق» استدلال و انديشه ذهنی است) ندارد. در راه 
حل جبری» کورکورانه پیش می‌رویم و منتظر نتيجهٌ محاسبه‌ها می‌مانيم؛ در 
حالی که در راه حل هندسی ناچاريم» در هر لحظه و هر گام از انديشة 
خود بهره بگیریم» آگاهی‌های خود را به یاد آوريم؛ مساله را با مساله‌هایی 
که پیش از آن حل کرده‌ايم) مقایسه کنیم و ... تا بتوانيم به نتيجهٌ مطلوب 
برسیم. به همین مناسبت است که به دانش‌آموزان علاقه‌مند» سفارش می‌کنم 
دربارة هر مساله؛ به راه حل‌های مختلف بیندیشند و خود را» به نخستین راه 
حلی که بیدا کرده‌اند؛ قانع نکنند. هر راه حلی؛ سودمندی‌های خود را دارد و 
دورنمای تازه‌ای در برابر دیدگان ما می‌گشاید. 

به حل مساله برگردیم. در این‌جا» باید چند مرحله را در نظر بگیریم : 

۱ انتخاب دستگاه محورهای مختصات. دستگاه محورهای مختصات 
راء باید به گونه‌ای انتخاب کرد که کار محاسبه راء به ساده‌ترین صورت خود 
درآورد. در انتخاب دستگاه محورهای مختصات. باید جای مبداء و محورها 
مشخص و واحد اندازه‌گیری در نظر گرفته شود؛ 

۲) اگر در مساله متغیری وجود دارد (مثل مسالهٌ ما)» بارامتری انتخاب 
شود تا بتوان» نقطه یا خط راست متغیر را به یاری آن نشان داد؛ 

۳) بعد از این دو مرحله باید مختصات نقطه‌ها و معادله‌های خط‌های 
راستی را که به مساله مربوطاند. با دنبال کردن صورت مساله بیدا کرد و 
خود را به نتيجهٌ مورد نظر رسانید. 

محور 2 را روی ضلع ۰130 در جهت از 3 به ۰0 مبداء مختصات 
را در نقطهٌ (0» وسط باره‌خط راست 6 و واحد اندازه‌گیری را» به اندازه 


۳۶۳ 


شکل ۱۱۳ 


طول باره‌حط راست ۸() (که با طول پاره‌خط‌های راست 1 ۵) و 2)۶) برابر 
است) انتخاب می‌کنيم. در این صورت داریم (شکل ۱۱۳): 
(۱,۰) ب(ه ,۱-)ظ ,(۱ ,)۸ 

خط راست ۳0 موازی (0) (محور ")۰ متغیر است. معادله آن را 
< ۷ می‌گيريم. 

برای رسیدن به مختصات نقطه ۷۲ (که مکان هندسی آن را می‌خواهیم) 
هد الا دوخ راسک 07 و 61 رز تر اخار داشتهباشيم وذ: قر 
نتیجه» باید مختصات نقطه‌های ۲ و 0 را (البته بر حسب 7) به دست 
آوریم. 
در آغاز» معادله‌های دو خط راست ۸1۶ و ,)۸ را پیدا می‌کنيم : 


و 4-۱ :۰0۸40 -< ۱+ - ۰ : (۸) 
عر ضص نقطه‌های ۲ و (0 برابر (77 است؛ با قرار دادن 772 در معادله‌های 


(۸۶) ژ ( ۸4 ) طول هر یک از این نقطه‌ها بیدا می‌شود : 


م۴ ۳۶ (70,۱۷ - 0۵)۱ :(۱,۱9۱ - )۶ 


اکنون می‌توان معادله هر یک از خط‌های راست 1100 و 0 را نوشت : 
ه < ((7۱-۱)- 7۲ : (0۳) زه < +(۲ )+۵4 : (ظ) 


از دستگاه شامل معادله‌های ((0) و (۰)0۳ مختصات نقطهٌ ۷ به دست 


بیدا می‌شود : 


۱۲۳۹ 
۳ لد :۲ ۱ ۳ - (((۲ 
3 و چ ال << ۷ 
+ ۲۱۸ ۲ ۲۳ 
8 ۳۸۲4 


۱ 1 ۲ << ۱ ج< شش دس 
۳ 1 << ۱ ۲۷ ۱ + ۲ 


یعتین» مکنان نقطه ادن بیزون خط زاست:« .۱ نه بو تست 
اگر خط راست ۰0 تنها در درون مثلت» یعنی از نقطة ۸ تا قاعدة 170 
حرکت کند» روشن است که. مکان 1 باره‌خط راستی می‌شود که یک 
انتهای آن؛ نقطه ۸ و انتهای دیگرش روی خط راست 207 است. نقطه 
(۰,چ-) ( از برخورد خط راست » < ۱ + 1 - ۲ با محور 22 به 
دست می‌آید ولی خود نقطةُ ۰1 نمی‌تواند جزو مکان باشد. زیرا وقتی (2)) 
بر (/130) منطبق شود جای مشخصی برای نقطهٌ ]۷ به دست نمی‌آید. 

بنابراین؛ در حالتی که ((۳) در فاصلهٌ از ۸4 تا (/90) حرکت کند 
معادله مکان ۰/۸ عبارت است از باره‌خط راست (]۰۸۸ بدون خود نقطه (1 
که» در آن: (۱ ,۸/۰ و 2 ج-) (. 


۳۶ ۵ 


به زیان هندسی» مکان نقطهٌ 116 پار‌خط راستی است که راس ۸ را به 
نقّطهٌ ۷ قاعده (۱60۱ج ِ 82 وضصل کند. 

در حالتی که خط راست )7 بتواند از دو سمت. تا بی‌نهایت حرکت 
کند» مکان هندسی نقطهٌ ۰ خط راست ‏ <- ۱ + [ - ۳2 به‌جز نقطه 
(۰,چ-) ظ است. 

۱ نی از حل مساله؛ با یک تعریف (که با وجود سادگی آن؛ 
اهمیت زیادی دارد)؛ آشنا شویم. 

نقطه‌ای مثل ۸ را در نظر بگیرید. از اين نقطه؛ بی‌نهایت خط راست 
عبور می‌کند. مجموعه همه خط‌های راستی را که از نقطهُ ۸ می‌گذرند» یک 
دسته خط راست به مرکز نقطه ۸ گویند. 

به عنوان نموئ خط راست ه < 81 + ,6 معرف دسته خط راست 
به مرکز مبداء مختصات است. توجه کنید: اگر دسته خط راست به مرکز 
مبداء مختصات را به صورت 777  <‏ نشان دهیم آن وقت خحط راست 
» < 2 (محور ) را از آن جدا کرده‌ايم. در ۰ < 1 + ۰02 عددهای 
۰ و 2 نمی‌توانند با هم برابر صفر باشند (۰ < * + ») ولی اگر بدانیم 
» جر ۰8 آن وقت می‌توان آن را به صورت گت < لا نوشت که با فرض 
و به صورت 2 - ۷ درمی‌آید. 

در واقع ؛ برای نوشتن دسته خط راستی که از مبداء مختصات می‌گذرند» 
دو خط راست را (۰ <- 2 و » < ل) از بين آن‌ها انتخاب کردیم و» سپس 
معادلهٌ » < 6۷ + ۵ را تشکیل دادیم. 

در حالت کلی؛ اگر نقطهٌ ۸ را؛ نقطه برخورد دو خط راستٍ 


هو  <‏ 4 م9 64 و ه دی +( + 65 


۳۷۶۶ 


فرض کنیم؛ آن وفت: معادله دسته خط راست به مرکز ۰۸ چنین می‌شود: 
۰ < ( +0 +0624 +( + رها + واه 
و معادله 
ه < ( + رال 4 4+۵2 + رن + و 


معرف همین دسته خط راست: به استثشنای خط راست ه 6 + رن + 0۲ 
معادله دو خط راست ۸۶ و ۸467 را که از .۸ می‌گذرند؛ دژ اختار 


داریم. بنابراین» معادله کلی دسته خط راستِ به مرکز 4 جنین است : 
)۱( » < (۱ - و - 7/۳۵ +۵ - ۲۷ + هن 


(البته ان معاد له شامل ۱۳*۵ دامت ار سست:) ولی جون به دنبال معادله. 
خط راست ۸417 هستیم و نه ۰۸12 نوشتن معادلةٌ دسته خط راست به مرکز 
ثر) به صورت بالا » خللی ایجاد نمی‌کند). ضریب زاویه این خط‌های راست 


۷ : ۲۲۲ ۲ ۱ 


۲ 
است و ) بتابراین ) ضریب زاویه‌ای پرابر ۳ دارد. پس‌ 


۱ ۲ ۱ سل (((۳ 
۱۱ ۳ ۲ -- 1 


که اگر آن را در معادلة (۱) قرار دهیم؛ معادلٌ خط راستی به دست می‌آید 
که از ارتفاع 1 می‌گذرد : 


۲: + ۲۷ - ۸ < 0 


۳۶۷ 


معادله در چه دوم 


۷ - [۲ - (۷ - ج)]- - ۲ - (۲۵- ۲ع)3- < ۸ 


س ۰ ]۰ ۰ ۳ ط ك 
یعنی مقدار ۰۸4 نمی‌تواند از <- بیشتر باشد : 


٩  .وگ‎ ۲ 
۳ 


۲ 
۲ کر 


۳ اسخ‌ها. ۱) ۲ < 2 و ۲ < (2؛ ۲) ۵- < ۱ و 

۲ ۱ ۱ ۱ 

۹ ۳ ۶ دب و ۲ < ۲۲ ۴( ۱ -- ح< از ان جرد 7۲. 
۴ ۱) با شرط ه و و ۱ گر 2 به معادلهة » -< ۳۳+ :۲2۲-۷۵ 


منجر می‌شود (۳ < ۸۱ و < < ۱63۲ ۲) با شرط ۱ *< 2 و ۴- عد 5 


به معادلهٌ درجه دوم و < ۲۶ 4 ۲۷ + ۷۰۲ منجر می‌شود (ججت اور 


۱۳ 
ك ت ؛ ۳) با فرض ۰ 3و ۲ به معادله ه ‌ ۴۲-۸ 


۷۵ص 


منجر می‌شود ۴ ,)+ )با شرط و » و »مت 


به معادلهٌ ۰۰ -< 6 - ۲۵۲ + ۱(۵ ب ۴6 ) -- ۲۲ می‌رسیج (6 ت و2 و 


۰ 0 ۲ 


۵ ) ۲ + ۵۰ - 2۲ را 7 می‌ناميی به معادلهٌ درجه دوم 
۹-1 
و -- ۳۲ - ۳۸ - /۱ 


پم ۶ ۱۳ 


می‌رسیم که دو ريشه دارد : 7 ت ۱ و ۸ ت ۲ با فرار دادن هر یک از 
این مقدارها در ۷ < ۲ + ۵۰ - ۲ دو معادله درجه دوم بر حسب 1 به 


دست هي انب : 
۱ ۲ 5 1 


پاسخح. 8 > ۲ عخته پاز ۱- << ۰۳ ۶ <- :2۳. 

۲( معادله درحه چهارم را ره شرطی که شامل درحه‌های اول ۴ سوم 
نباشد معادله دو مجدوری می‌نامند. صورت کلی معادله دو مجدوری» جنین 
است : 


۲ ۲ 
و < عم د وراد 2 


که با فرض ‏ < "۰2 به یک معادلهٌ درجه دوم تبدیل می‌شود. 

پاسستخ. ۱ << 9 ۱ << 7 ۵ << بو ۵ ح< بل 

۳ (۱ + 2) را ۷ بگیرید به معادلهة درجه دوم » < ۳۶+ ۱۳۸ - ۲زا 
می‌رسید. 

پاسخ. ۱ 2 41:۱ ۲ 2 8۲ ۳ و 2-۴ ۳ 

۴) پاسخ. ۳ < ,8 ۴ < ۰۲ ۶ 2< 8۳ ۷ - (. 

۵) حاصل 1 + ») و ۱(۴ - 1) را به طور جداگانه پیدا می‌کنيم : 


نج ۲۱۲ + ۲۵ + ه) < ۲[ (۱+)] < ۱(۴ + ) 
,۱ + ۴۵ + ۶۵۲ د ۴۲ + اج - 
۱ 4 ۳۸ - ۶ + ۴۲۲ - ۲ < ۱(۴ - ) 
بنابراین؛ معادله مفروض. به معادلة دو مجذوری زیر تبدیل می‌شود: 
٩ < ۵‏ سب ۴ ك 


۳۶۹ 


برای ۲ دو جواب ۱ و نت یه فیست ای آیلب ۷- - ۰۲ ريشه حقیقی 
ندارد. ولی از ۱ -- ۰27 دو ريشة ۱ < 7 به دست می‌آید. 
۶ برانتزها را به توان پرسانید و ساده کنید» به این معادله درجه دوم 
می‌رسید ۰ 
و اس قاس وا نم 
پاسخ. ۳ حت جي ۲ << 3۲ 
۶ ) سمت چپ معادلهٌ مفروض را می‌توان اين طور نوشت : 
[(۲ +۱4 + )]((۳ + 2)2] < (۳ + ۲()5 + ۱()۸ + )2 
(۳ + ۲)۵۲ + ۳2(۲ + 2۲) ع (۲ + ۳۸ + ۳2()5۲ + ا2) < 
بنابراین» به اين معادله می‌رسیم : 
۲۱ ات ( ۲۵۸ + ۲/۲ 4 ۲ (۳۸ +4 2۲) 
که با فرض ۷ ۳۵ + 2 به معادله‌ای درجه دوم می‌رسیم. 


پاسسخ. ۱ اج نع ۴آسند حتد پل (دو ريشه دیگر ؛ حشقی فش ): 
یادداشست. هر گاه یا معادله ذر حه جهارمی به صو رت 


( + 60()2 + 0()6 + ۲( + 2) 
برخورد داشته باشید؛ به شرطی می‌توانید آن را حل کنید که بین چهار عدد 
4 با و )۹ محجهو م دور تا با ی دو تای دیگر برابر باشل. مثللا آچب 
داشته باسیم : 
۵ + اعد + 


آن وقت؛ برانتزهای شامل » و » را با هم و پرانتزهای شامل ۵ و 4 را با 
هم در نظر می‌گیریم : ۱ 
و - [(0 + 9()۵ + 0([])8 + ۸( + 2)) 


۳۷ ۵ 


و یا 
۰ < ([۵0 + »( + ۵) + ع]له +۰( +ه) + | 
که با توجه به برابری 4 +0 < 6 + ۰4 چنین می‌شود: 
» < ۵060 + [«(ه +ده) + آه](0 +دعمه) + |دل +ه) + ۲ه] 


و با فرضص 1 < +6) + او تبدیل به معادله‌ای در حه دوم و فابل حل 
می‌شود. 
۲) در مسالة ۰۱۹۵ شمارة ۰۵ بعد از باز کردن برانتزها به معادله‌ای دو 


مجلوری رسیدیم؛ حذف جمله‌های درجه اول و درجه سوم به این مناسبت 
ممکن شتل که براتز اول یت و رت )۱ سوت 3( و برانتز دوم نه صورات 
۱/۳ موی | بود. به طور کلی؛ در عبارت 


) + (۲ + )۵ - (۲ 


جمله‌های با توان فرد (یعنی جمله‌های درجه اول و درحجه سوم) حذف 
می‌کونل: 
(8 + ه) + (ه + 2) 


بت ۸ + 6 ی ۳ 


۲ 5 و با ۳ ۱ 
3 و یل 3 2 + بت بع| 


۲ ۲ 


۳۷ 


دو پرانتز به این صورت درمی‌آیند : 
"(» - و) + (ه + ۷) 


که بعد از باز کردن پرانتزها جمله‌های با توان فرد» حذف می‌شوند. 
دار مساله ما داریم 


) 2 4 ۲(۲ + ) 4+ ۵(۴ ۱۷ (۱) 


معادلة (۱) را» می‌توان این طور نوشت : 


رن توا 
او 5 ۴ ۴]ج ۲ ۳۳۳ 


۷ 9 
که اگر فرض کنیم لا < > + ۰8 به دست می‌آید: 


۲ وا 
ت 1 بت 3 


و بعد از باز کردن پرانتزها» چنین می‌شود: 


0 ش3 - ۲۷۷۲ + ۲۱۲ 
۰۱/۷۸۴ + ۲۷ - _ ۵۵ +4 ۷/۲۷۲ + ۲۷ - ی 
جرج سصحصحج۱ .ظقظ. . . . . .۳ 7 


. 2 سر 


را ۱۳۳ 


۳۷ 


ها ۵ 


تسه ات 


< رن ریشه‌های حقیقی ندارد (/1 نمی‌تواند منفی باشد) ولی 
۱ ۱ 
7 فرح ۱ 


پاسخ. معادله دو ريشه حقیقی دارد: ۳.- 2 1۱ و ۴- <2 ب, 
۳( راهنمائی. 3 1 ۲ لا گنضین. کتبل: 


اس سس ۵ ۷ نت حت ۴ , 


۳ ۳(« ۹ 0( ساب 3 > (0 د ) د 3( 


٩ ۱۲۰ +) 4+ 6 <‏ #۲( ۳۱۵۰ و 
( +4 ۳۵0/۰ + + آه + ۲(ن ۲ + 2( )۳ ویب 
که اگر در معادله قرار دهیم» به این معادله می‌رسیم : 


۰ < ۵0 + 2( +4 آ 


پاسخ. هه رید زارت ۲ رای 
۵( راهنمائی. یادداشت مسالة ۱۹۶ (۱) را بیشد. 


پاستخ. 6 2 1 ۷"س 2 ۲ ۲--_ 2 1۳ اس 


۳ ۸ 
 ح‎ ۷ ٩۱ ۷ 


۱۳۳ ات 1۲ جت ۱۳۷/۴۲ ح 1۱:۳ 


۳۷۳۳ 


۲ ۱ -- 3 در معادله صدق می‌کند : 


1 1۳1 ۷ ات 81 
۱ 5 << ۱ 
۳۷۵ فا 


۱ ۲ ۲ ۶ 
۳( ۱ ۲ در معادله صدق می‌کند. ريشه دیگر برابر سر - است. 
 < ۲ + ۳ 3‏ فرض کنید. به این معادله می‌رسید : 


ه < ۲ - و - زا 


- ۳ 4 ۱ 
۳ 


پاسخ. ۵ جت ۰۱ ۳ 1:۲ ت 1۳۴ 
۵) 2 + 2۲ < [ بگیرید. 

۱ ند | اشت 
پاستح. ۵ بت 4۰:۱ ۱ << ۲۲ ) ۵/ ۷ سب ح< ۳۴ 


۸ ۱) باید 7-۱ - ۲ در معادله صدق کند؛ در این صورت 


3 - ««. به ازای چ > 7» به معالة » > ۳ - :۲۸ + ۵:۲ می‌رسیم که 


دو ريشه دارد : او بر 


9 ۳۱ 
آ( ج 7 را در معادله فرار می‌دهیم؛ یه دست می‌اید : 2 ۳۶. 


به ازای این مقدار ۰17 معادلهٌ درجه دوم مفروض؛ به صورت 
ی 


3 ۳ 
که ریشه‌های ان جنین‌اند : بت حت و سب < ۲. 


۱ ۱ 
۳( پاسسخ. | << :1717 ره > 2۱ ج < 2۲): 
۴ وقتی دو ريشهةٌ ۱ و 2۲ قرينة یکدیگر باشند (2۲- < 2۱) به 
معنای آن است که داشته باشیم : > ۷ +4 يا ه << یاه < . 


۳۳۷۳ 


به اين ترتیب» برای فرینه بودن دو ريشه. باید ضریب 2 (جملهٌ درجه اول) 
برابر صفر ناشن : 


۱ 


البته» باید آزمایش کنیم که به ازای این مقدار ۰77 معادله دارای ریشه‌های 
۳ ۱ 
حقیقی باشد. به ازای ۳ ح< ۰77 معادلهٌ ما چنین می‌شود: 


۱ ٌ 
سل و جر( بت ۳ 


۳ 


۵( باید داشته باشیم : 


112 - ۱ 


۱ 
جچد ۱ << ۲۱۸۲ بت --. - 2۱ 


| ح ۱ یت ۱ - - 
۱ ۲- 177 ۲ 


داسته باسد. 


۶) معادله؛ وقتی دو ريش برابر دارد که مبین آن برابر صفر شود: 
» < (۱ - ۱()7۰ +4 )۴ - (۱- ۲۸۰) < ۸ 
۱ 2 ادل 
ان <- 7۲1. به ازای این مقدار 71 به معادله 
م < ۱(۲ ۰ ۳۵) چ و ٩ ۶٩۱‏ 


ید۳۳ که دو ريشه برابر (یا یک ريشه مضاعف) دارد : ۳ بر ۲۱ 
۹ ۱) با توجه به رابطه‌های بین ضریب‌ها و ریشه‌های معادله درحه 


دوم داریم : 
۵ اج نو اند و عنم 


۳۷۵ 


0" + 8۲ < )۰ + (۲ - ۲۵۰۵ - ۶۴ - ۳۰ ۴ 


۳ ۱۵ ۷۳۴-۵ ۷ _ ۵0/0 - 
۸ (6 + به) 


۲( با توجه به دو رابطه ۹ پا اوآ ۳9 ۱۳ داریم : 


وت (3۲ ت ۱ ۳7 فت ۲( 2۲ + ) < ۳ و 1 


:۱/۸۹ م۲۹۵٩‏ نز ۲۷6 ۷ ۳ ات ٩۳‏ مد 
و برای مجموع توان‌های چهارم ریشه‌ها: 


۳ ۴۵ بت ٩۲‏ و۲0 سه ( 2۲ 4 2 ) ۷ + ۷ 
سب ۲( ۲۲۱۲۲ ی ۳ 2( -- ۳ ۳ 2 


۱ - ه ۵ - ۱۴۸۱ ۳ و ۵۷ ۷ تن ۷۲ ۴ بسه 


۰ اید ریشه‌های و - ,2 و ۵ < 7 در معادله صدق کنند. 
بنابراین ؛ مساله متج به حل این دست‌گاه می‌شود : 


م < ۵ +4 ۲۵۲ 
مح وق 0 .: 
از معادله دوم دستگاه به دست می‌آید : 
اس ی < و یاه چد ه د (۱ +۵ + »)نا 


اگر ه خت 6) از معادله اول دستگاه معلوم می‌شود که 0 << 6 ؛ 
اگر ۱ "ند ی << ۵ با فرار دادن آن در معادلهٌ اول به دست رانك 


ی 
۲ 


۳۳۶۴ 


در حالت ه < 6 < ۰6 معادله مفروض به صورت و ع< ۳۲ درمی‌آید که 
ریشه‌های آن و با جح ره 

در حالت ۱ <- 4 و ۲- < 6 به معادلهةٌ » < ۲ - 2 + 277 می‌رسيم 
که» ریشه‌های آن: ۱ .2 2۱ و ۲- < 1:۲ ؛ 


در حالت < 6 به معادلة 2-۱ - ۲2:۲ می‌رسیم که جواب 


1 
مساله نیست زیرا در آن <- < ,2 و ۱ < ۰2۲ در حالی که ۵ و ا هر 


۱ 
دو برابر »<< هستند. 


۱ 

در حالت اخیر »در وائم» هم ۲ هم ۵6 و هم یکی از ریشه‌ها برابر بر 7-۲ 
اسیت ۰ ولی ریسه 2 ویگن معادله عدد دیگری ۳ وفتی 4 و ۵ با هم برابرند 
باید بنا به فرض مساله» ۱ و ۲ هم با یکدیگر برابر باشنده یعنی باید 

۱ 5 ۱ 

مبین معادله (/۴ - ۸ < ۸۵) برابر صفر شود در حالی که نت جوز بیس 
در معادلهٌ » -< ۴6 - ۲ صدق نمی‌کند. 

پاسخ. ه < 0 < ۵ يا ۱ < » و ۲- < و. 


۰۱ مجموع و حاصل ضرب دو ريشه را محاسبه می‌کنیم : 


۳ 
و -- ۲۵۲-۳ + و رم سروس 
٩ < ۲۵ ۲‏ و ۲ - آ» < ۲ و 
0 ی اپرسته ناسین ۲است؛ هو 


۳۷۳۷ 


۳) پاسخ. ۰ < "ه - ۱+ ۲۵۵ - "وا 
۴۲ ۱) برای این که معادله مفروض؛ دو ريشه برابر داشته باشند» 


باید مین آن براپر صفر باشد: 


 - ۵ 1 ۲‏ جد هو - ۱۷ 4 ۱۰۳ - وه 


۷۵ ۱۵7۲۲ - ۲ ع< (۲ - ۴0۳ - (۳- ) <- ۸۵ 


جواب‌ها را آزمایش می‌کنيم : برای ۳۹/۲ + ۵ < ۰1 معادله چنین می‌شود : 


ه <- ۲۷/۲ + ۳ + ۰۷/۲(»۰ + ۲/۱ - اب 


۱ 


| - )۷۲ + ۱([" < ۰ 


۱ و برای ۵-۲۷۸۲ ع< وزو: 


1 


پس ۱+ ۱/۲ < 2۲۷ 


[(۱-۰۷/۲) - »] < ۲۷/۲ - ۳ + ۰۷/۲(۰- ۲)۱ - ۲ج 


یدنی. ۱-۰۷۲ < 2۷ < 5. 
۲) با توجه به این که ۳ - 17 < 7 + ۲۱ و ۲ - 7 < ۰2۱7۲ 


داریم : 
۲۱۷ -- ۲ (2۲ سل ۱ تِ 5 سل 7 
۳ + ۸۱7 - 17 ح< (۲ - ((()۲ - 1 سس ووو) عد 
که بنا به شرط مساله باید برابر ۱۳ باشد: 


هم عت ۸7 - آ جر خن ۱۳ ۱۳ ۸ 7 


یعنی ۰ << ۲12 پا ۸ < 121. 


۳۷۸ 


باید آزمایش کنیم که» در حالتی؛ با ریشه‌های موهومی سروکار پیدا نکرده 
باشیم. برای ۰ < 17 به این معادله می‌رسیم : 
و( ۲ ۷ لت ها چد ه ۳۵-۲ + ۲و 
سد .و دای ان 


و برای ۸ < (1۲: 
۲ 3 ند 6 حد ۴ 4 0 -- 


2۱ + 2۷ 2 ۲۲ +۲۲ - ٩4 ۴ - ۳ 


پاسح. <- ۲ يا ۸ << 1۲۲ 


۳) به ترتیب داریم : 
۱ سل 2۳ ۱ ۱ ۱ 
بر ۱ هت ات مت ات لاس 
۳ 1۷ 1۱ 


۷۱ -<- (27 + )۳ ج ی 


که با توجه به دستورهای ویت» چنین می‌شود : 


۷ 
- - ور بت (۲ - 1) < (۳ - )۳ 


۲ 


1 ۰ ۰ ۱ ۷ ۱ 1 
ازمایش جواب. معادله مفروض به ازای < 7 چنین می‌شود : 


و ات ۳ سل :سس ۲۹ 
که ریشه‌هایی حشبلي ندارد. 
پاسخ معادل (۰)۱ به ازای هیچ کدام از عددهای حقیقی برای 172 
نمی‌تواند دارای دو ريشة حقیقی باشد که مجموع عکس آن‌ها؛ برابر ج شود 
۳۷۹ 


( بت ره شرط مساله ۱ ۲ نا ۱ در این گونه موردها؛ که رابطه‌ای 
بین دو ريشه به ما داده شده است» بین رابطه‌ای که مساله داده است وا 
مربوط به مجموع ریشه‌ها» 2۱ و 2۷۲ را بر حسب پارامتر (در این‌جا 70) پیدا 
کنید و» سپس در رابطة حاصل ضرب قرار دهید. 
۲ تب ۲ 


۲ 


۱ بت ۱ - 2۲ - 1۲۱ 
۰ ۳ 1 ۱ ۳ - ۲ < 17 + 3 
0 ۲ 


اس 


1 


۳ بت و[ ۲ - 177 
۳4 


۲ سب ۲( ح< مس ۱ ۱ 7 1 ۲1 حه ۳ له باه 
11 ۲ ۲ ۲ب( عد .۳۳ 


که از آن‌جا به معادله » < (۸ - ۲()۲۰ - 77) می‌رسیم» یعنی ۲ < 7 یا 
۸ 22 172 

به ازای ۲ < 70 به معادلة » < 2 + 27 با دو جواب ۱- و ه می‌رسیم 
که با شرط ماله سازگار است. 

به ازای ۸ <- 17 به معادلة ه ۶ + ۵2 - 71 می‌رسیم که دو ريش 
ال ۲ ای ۰:۳ شرط مسالة ضازگارند. 

پاسیح. 8 یا ۸ ۳ 


۵ شبیه فبل» عمل می‌کنیم : 


۱۳۶ << :8 ۷ <- ۲۳۷ د 3۱ 
0 - ۱۵ << 1۲ | ۴ و(اح 2 د ۳۱ 


/ 


۲ - ۱ < (۱۳ - ((7()۲- ۱۰) جت ۲ - ۱ << ۲۱۲ 


که اژ آن‌جا؛ به معادله ۵ حح ۸(۲ ست 7( یا پر نت وارج می‌ رسیم . 
به ازای ۸ < ۰17 معادله مفروض (۱) به صورت 


وا ۶ و۵ و 


۳۸9 


درمی‌آید که دو ريشه آن ۳ < 2۱ و ۲ < 27 است و در نتیجه؛ مجموع 
با دی بان ۹ برابر ۷ هی‌شود. 


۶) باید «7 > » در معا (۱) صدق کند که از آ‌جا؛ > - 79 به 


سیع ۱ ۱ 
دست می‌اید ؛ اگر <- 77 را در معادلة (۱) فرار دهیم» به معادله 
۱ ۱ ۲ 


۱ ۳ 
و همان طور که می‌بینید» یکی از ریشه‌های ان» برابر > (همان مقدار 70) 
سله سید ۲ 
۳ این مساله را به سه روش حل مي‌کنيم. 


۵ 
حت (ج جت هم << ۱۵ - 4 -_ ٩‏ 

۷ 
مجهول معادلةٌ درجه دومی را که باید پیدا کنیم» ‏ و ریشه‌های آن را ۱ و 
۲ می‌نامیم. باید داشته باشیم : 

- < ۲۲ < ۵,۷۲ < ۲۸۱ < 1۱ 
اعد ۳,۷ << ۲ - ۵ << ۲ و 
و پنابراین» معادله مورد نظر چنین است : 
۵ -ححد< و ۱ سب سب 72 


روش دوم. لازم نیست؛ معادلةٌ مفروض را حل کنیم؛ تنها از دستورهای 
ویت. استفاده می‌کنيم : 
و ۱ 


سا و۱ کح ۲ و 


۹ 


۳ ۱ 


باید داشته باشیم: 
۷ << ۲۱,۷۲ <- 1۱ 


بنابراین 


1۱+ ۷۲ < ۳)۶۱ + ۲( -< ۳, 


0۰ 2 ۹۱۲۲ < ۲۱۰۲۲ < ۷۲ ۰ لا 


و با در دست داستن مجموع و حاصل ضرب ریشه‌ها» معادله را تشکیل 
مي‌دذهیم . 
ه < ۱۵ + ۳ - آ ۷ 


روص سوم. می‌توان ) حتاأ بدون استفاده از دستورهای وریتا معادله ج‌یلب 
را تشکیل داد. باید بنا به فرض مساله داشته باشیم : 


7 ۱ 
سس عور بفست ۳ سس 
3 7 


در معادلهٌ » < ۱۰ - ۹2 - ۹2۲ به جای ۰2 مقدارش ی را فرار دهیم : 


۱ 1 
۱ 1 ۳ ۷ ] . 
ی هه نم و یم زد .۷ 
۱ ۱ 1 9 9 


روشن است که روش سوم ساده‌ترین و زیباترین روش‌ها؛ برای حل این گونه 
مساله‌هاست» به ویژه اگر معادلهٌ مفروض» ریشه‌های گنگ یا موهومی داشته 
باشد» يا اگر معادله به صورت پارامتری داده شده باشد. روش‌های اول و 
دوم منجر به محاسبه‌های ملال آور می‌شوند» در حالی که» عمل‌های مربوط 


به روش سوم؛ چندان تغییر نمی‌کند. 


۳۸۳ 


۲ باید داشته باشیم: 772 < 1 (۰۷ مجهول معادلهُ جدید است). یا 
7 
11 
معادلهُ مورد نظر به دست می‌آید : 


سور با این مقدار سأ را در معادلة < 6 سل 7 1 0 فرار هي دیع ؟ 


و یا پس از عمل‌های ساده 
و کج + وه د رنه 
۳ اگر مجهول معادلهٌ جدید را 1 بگيريم؛ باید داشته باشیم : 
۱ با مد و چ | ملاع ز 
این مقدار 7 را در معادله مفروض قرار می‌دهیم : 
۲۷۱۰٩ ۲ <‏ - اجه < ۵ +(0-۱) - (۷-۱) 


۲۰ . اگر ضریب را 4 و ریشه‌های سه جمله‌ای را 7۱ و 2۲ بناميی 


( 7۲ - )(2۱ - ]6 
بجر یه می‌ شود ( ۳1 ژّ ۳ عددهایی حفیقی‌اند. ) 
ابا 


۱( ۲۵۲ - ۲۴2 +۷۰ < ۲) - ۵()2 - ۷(: 


+( + 0 - ت)(0 ی - و) ح< استا ۲ وبا م۲ نو ۳ 
> (2 - 8) فك نت 5 7۰۲ ٩+‏ ۱(۵ + 00 - 1:۲ (۳ 


1 


۳۸۳ 


۱۱۰۱ - ۱۱()2 - )<< 
(۶ +0 + ۲()۵۲ - ۰+ ۲ه) < ۱۲( + ۴)۵۲ - (۵ + "ه) (۴ 
(۶ +04 + ۲()۵ +6-۱()6۵) < 
(۶ + + 6 ریشه‌های حقیقی ندارند و قابل تجزیه به ضرب عامل‌های 
حطن نیست) 
۵) راهنمائی. ۴ + 2 + "2 را [ بنامید و ل را بر حسب 5 پیدا کنید: 
- ۶2لا ۵1 - 2 ب ل. 
۱۵2۲ + (۴ + + )۸۸+ (۴ + هد آه) 
[۵ + (۴ + + ۳۸[))0۲+(۴ 24+ آه)] < 
ح (۴ +4 ۶ + ۴()۲ +4 ۴۵ + ت) <- 
(۷۵ - ۳۳ + ۷/۵()2 + ۳ + ) (۲ + ه) < 
6 < ۰ در هر دو معادله صدق کند: 


و ۲4۶ ۳۳۵۸4 
هم < 4۷ ۲ ۶0۵٩‏ - )6 


۳1 معادله دوم را از معادله اول کم کنیم» به‌دست می‌آید : 


۱ لٍ- 177 -- 
۳ 


یم ت و ۱ << ۲۵ 


این مقدار »۰ باید در هر یک از دو معادله صدق کند. آن را در معادله اول 
فرار می‌دهیم : 


۱.7 (7 - ۱) 
ی سح 4 ۲ بد ۳ مس تس سس 
<- ۶ +4 ۲ ۳ ۳ 


۳( ۷ - 2۱( تحت و - ۴۶ ساب ۵77 ۲ 4 17 ج(- 


۳۸۴ 


به ازای - حت ۱( یه این دو معادله می‌رسیم . 


‌ 


۵ - ۱2:۷ - ۵ +4 ۶ - ان 


که ۱ < ۰27 ریشه مشترک آن‌هاست. 
رد ازای ۵ ی 11۷ دو معادل حنین می‌سو ند . 


ی 


:2 سس ح تا 
تا ان 


سب سح ۲ ۸ - 

که ۸ < 42 ريشه میرک آل‌هاست:. 
یادداشت. ريشه مشترک دو معادله را 4 گرفتيم و. سپس 6 را بین دو 
معادله بر حسب ۲ به دست آوردیم. می‌توانستیم از واسطه 0 استفاده نکنیم 
و» از همان آغاز بین دو معادله 4 را بر حسب 17 محاسبه کنیم و مقدار آن 


را رز بکن از دو معادله فرار هیچ 


نمودار مکان در شکل داده شت‌ه اشنت: 
۰۷ ریشه‌های معادله چنی‌اند: 


٩ + ۴۲ + ۵ 
۲ 


(۳ + ۲۵) + ۳ 
۲ 5 
۳ + م6 
۱ ۷ 


بتابراین ۱-- << ,2 و ‌ 
یکی از ریشه‌ها ِ_ سب 02۱ لته عددیی درستا ار برای ۲ سل 


داریم : 
۳ 4 ) 
۱4 < > 17۲ 
اک اّ 


۳۸ ۵ 


شک 117 : 


و برای این که ۲ عدد درستی باشد» باید 6 برایر انا ۲ج ناشات 


پاستخ. ۱- < م یا ۱ ع< 6 یا ۳- < 4 یا ۲ << 0. 
۸ ۲ . برای مجمو م مجذورهای دو ریسه ؛ داریم : 
< (۱ - ۲)۱۱ - ۳(۲ + ۲۱ ) ۲۸۱۲ - (۳ + ۲۱ ) ۳ 


1 
س + (5 +۲ ۱۱ +4 ۱۰۶ + ۴۱۲ << 


را ی ی _ 
مجموع مجذورهای دو ریشه» نمی‌تواند از 13 کمتر باشد. کمترین مقدار 


. ۱ ۹ ۹ 
مجموع مجذورهای دو ريشه برابر - است که به ازای چ- عد 17 به 


دست مي آیلد. 

۹ اگر قرار باشد» این معادله» ريش گویا داشته باشد. باید مبین 
آن یعنی 6 - "» مجذور کامل باس ؛ ۲ < ۴۵۵ - او در ضمن: 
چون » و ۰6 عددهایی مثبت‌اند» بدون شک ۵ > ۰« (۰ عد »۰ زیرا 4 
ضریب ۳ است و » < ۰6 زیرا به ازای ۰ < ۰6 عدد 006 نمی‌تواند. اول 
باشد). 


با فرص ۲ << ۴6 - "9 می‌توان نوشت: 


(جور +4 0 + ۲۵۸۸۲ )(۶۱ ٩+‏ ۲۸۵) ع< ی + 0 +4 )۴۵ 


۳۸۶ 


عدد 006 را می‌توان به صورت 

۱4 +4 ۱۰۰۵ << مرا 
نوشت که همان سه جمله‌ای » + 02 + 027 به ازای ۱۵ < 2 است. به 
این ترتیب» 6 + 2 + 02۲ به ازای ۱۵۰ << 3 بر عدد 66 بخش‌پدیر است 
(دو عدد با هم پرابرند) ؛ در نتیجه» عبارت (ع + 0 + ۴۵/۵۲ هم به 


ازای ۱۰ < ۰ باید بر 006 بخش‌پذیر باشد و اين» وقتی ممکن است که 
یکی از دو عبارت 


0 + 0 +4 ۲۵۵ با 7 - 9 4 ۲۵۵ 


به ازای 2 ۲ بر ۰06 یعنی 6 + ۱۵ د »و۱ بخش بذیر ناشد» 
یعنی» به هر حال؛ باید داشته باشیم : 


۱۵۰0 4 ۱۳۵4+ 6 ۲۰۵4+ 0 7 چ‎ ۸۰6 4۲ ٩۵ + 6 > 


و اين» ممکن نیست. زیرا با توجه به نابرابری 0 > ۰1 نمی‌تواند برقرار باشد. 
به این ترتیب» فرض ما مبنی بر مجذور کامل بودن ۴۵6 - 0۲ نادرست 
بود. مبین معادله. مجذور کامل نیست و بنابراین» معادله ريشهٌ گویا ندارد. 
۵ افز هندسه تابت می‌کنند» تعداد فطرهای یک 7 ضلعی کوژ؛ برابر 
است با (۳ -- )2 اگر یک 7 ضلعی کوژ» ۱۳۷۵ قطر داشته باشد؛ 
باید داشته باسیم : 


۱ 
ه < ۲۷۵۰ - ((۳ - آوو چت ۱۳۷۵ -< (۳ - 7 
و این معادله؛ ريشه گویا ندارد» زیرا میین آن 
٩ 4 ۴ «۶ ۲۷۵۰ ۱۱۰ ۰۵‏ << ۷ 


۳ ۷ 


مجذور کامل نیست. 
0 فرض می‌کنيم: 


اب ی 
سس سین 
۱ 6-4 ۱ | 


در این صورت. خواهیم داشت 
آآستد از ات هچ 


2 (۱ -۱()۵ -ه) < سس ۰ سس 


جر ان 


حاصل ضرب دو کسر؛ عددی درست است که آن را» 17 نامیده‌ايم. نیا آش 
فرض مجموع آپن دو کسر شم ) عد‌دی درست است ؟ آن را 1 می‌نامیم : 
۱ وا ۱ ی 


(0 ۳1 


0 + 6 < _ِ 


۱( ما وود ور 


هت که ضریب‌هایی درست دارد. جون و 3 عددهایی کویا نا 


1 
۱ | - م6 
(» و » عددهایی طبیعی‌اند و؛ بنابراین» هر یک از کسرهای ۲ دج 
و ۱۳ 
‌ ۳ س عددی گویاست) باید مبین معادلةٌ (۰)۱ یعنی ۴۶ - ۲ ۱7 


بتواند از زیر رادیکال بیرون بیاید: - ۱/1۲ عددی درست است در 


ضمن » اگر 7 عددی روج باسل ) حاصل این رادیکال روج» ژِ اگر 11 فرد 
باشد » حاصل رادیکال فرد # (زیرا ۳13 عد‌دی روج انتنتی) : بسن عبارت 


- 10 عددی زوج و بر ۲ بخش‌پذیر است. به این ترئیب» هر 
یک از عددهای 
۱ 


۳ 7و 


۳ ۸۸ 


عددی درست انا 


۲ ".۶ 1 دا از می‌گیريم. در این صورت؛ به دستگاه زیر 
رسد آو۶ - ۱ 
2 - ۶۲ ۱ ۱ 
و اگر معادله اول دستگاه را از معادله دوم کم کنیم : 
ه < [۱ - (1 + 0(]۶)2 - ) ) چ< 1 - « < (۱ - آند)۶ 
بنابراین 
۱ 
س مت 2 یا ۵ حد 1 س 
ِ + 1 رٍ 1 - 3 
اگر » < رواب و آن‌گاه 
۱ ۱ 


ات مساس 2 و ۵ تست ۱ بت ۱ 2 
۳ اف ۱ << بل لد 


اگر ۲ 1 + ۲ آن‌گاه 


۱2/۱ 

22 ۳۲ (< و ۵ -- بو - آ بو ۳۶ 

۱ 

باففاشت: این معادله را می‌توان در حالت کلب و وفتی به صورت 
 < 0-0۵-9۵‏ 


باشد» با همان روش حل مسالةٌ ۲۲۲ حل کرد. 


۲۶+ ۲ < (8 + ,)۳۵۵ - (8 +) - 8۳ + آه 
2 ۷(۳-) < 8(۳) < 0۳ ۲ه 


۳ ۸ 


بنابراین 
۲ -- ۸ - ( ۳۸۲۲ + ا) ۳ آه + 6 + »ه 
که به ازای » - ۸ برابر صفر و به ازای ه < :۸ مقداری مثبت است. 


99 ند ۷ + 6 می‌گيريم. در این صورت؛ با مجذور کردن 


ان» به دست می‌اید : 


. 
- از سستز ۱ 
سس ع 1/6 چد و باه ۲ وی 


روشن است که 1+ بعنی #7 عددی گوپاسشت. اکنول » معادلة درجه دومی 
تشکیل می‌دهیم که ریشه‌های آن برابر ۱/6 و ۷/0 باشد. داریم : 
۰۰۱/۵ ۷/6 و 7 < ۷۵ + ۷/۵ 
بنابراین ؛ معادله در سحه دوع ناه این صوزرت و 
1 
و 2 1 4 1(1:7 ت ‏ 

و ریشه‌های آن : 

(۴ - مور 1 2 ۹ 

تست - ۷ ,/ 
کافی است ابت کنیم؛ 0 - ۱/۲7۲ عدد گویاست تا نتیجه بگیریم که ۷/0 


172 + ۱/1۱۲ - 


۲ 


ون 


۳ ٩ ج‎ 


بنابراین 
- ۲۱۱۱۸/1۰۲ 4 ۴ - ۲7 (۲۰/۵) ۳۵ 
از آن‌جا 


سسسس ۴ - آ۲/ 


۳۱) 


یت راست آپن برابری » عددیی اسست گویا» در شحه ۳1 سس و هم » 
عددی گویا می‌شود. 
۵ ۲ . با توجه به دستورهای ویت داریم : 


۱ ۳,۵۵ ات 8ج 
از طرف دیگر 
۲-۵ + 2۲ ۲۱/۰۵ + +۰ < ۲( + /) 
بنابراین : ۷/۵ < ۱/7 + ۷/0. به همین ترتیب : 
۲ +۷۵ 2 ۲/۰۵ + ۱/8 + مل ‏ (۵/ + ۷2 ) 
و بنابراین ۷/۵ + ۱/۲ - 7 + تج 


۶ . معادله را» به این ترئیب» تبدیل می‌کنيم ) 


و < ) - (۱ ۲ )2 - و د ۳2 + 2 


و < 6 - (۱ + )1 - (۱ 4 )2۲ 
که با فرضن (۱ + )2 < 1 به دنست می‌آید : 


۱ 
(۱ ۷۴۵۰ 4 ۱)-> < اج ه < ه - - ۱۲ 


۳۹ 


به این ترتیب 


۱ 
مه -- (۱ + ۴۲۵ ۷ 1 ۱ + 2 


۲۷/۲۵۲۲ + ۷/۲ ۱- )2 2 
بررسی حقیقی بودن ریشه‌ها. برای حقیقی بودن ریشه‌ها: 
۱) باید داشته باشیم ۰ < ۱ +۲۵ یا 5- < 6 
۲) به شرط سِ 6 عبارت ۱ + ۲۰/۴6 +4 ۲ همشه مشت است؛ 
۳) برای این که ۱ + ۲۱/۴۵ - ۳ منفی نباشد: 
چ ۳ > ۲ ۲۷/۴۳ چ ه < ۱ + ۲۷/۳۵ - ۲ 


> ه ج ۵ > ۱۶۰ ج ٩‏ > (۱ +۴)۲۸ ج 


۱ ۱ 
سا > ] ۱ يشه حغ ندارد ؛ 
پاسخ. اگر چ > » معادله» ريشه حقیقی 2 
۳ - » آن وقت معادله» جهار ريشه حقیقی دارد که دو به دو 
بر ابر ند (یعنی رنه مضاعف دارد) : 


۱۳ ۴ 4 ۱ - 
۰ هک 


2 ۰۳۲ 2 ان 


۱ ۱ #۶ ۰ 
۳( اگز ۵ 2 ج -) معادله» جهار ريشه حقیقی متقاوت دارد؛ 


۴ ار ك ۰6 معادله دارای چهار ريش حقیقی است که دو تای 


۳۹ 


۵( ۳.1 4 و آن ودفت معادله دو ریشه حقیقی دارد : 


۳ 
2۱۲ 1 + ۱/۳ + ۲۷/۴۵ + ۱( 


۷ روشن است که (۰ :۰) یکی از جواب‌های دستگاه است. » کو 7 
می‌گيريم و دستگاه را به صورت 


۱/۱ < 2 +۷ 
2 < ۳ 


۷ - 35 ۰+۲ ۲۷ ۱+ 


1 سب ۲ زا ۱ ات 


بنابراین 


ست ‏ یف ات سد« ۶۱ 
که از آن‌جا؛ به سادگی به دست می‌اید : 
۵ ۱ مب ایس( مب ]| 


این معادله» نست به (۱ چب ِ( از درجه دوم است یعی 


و 
س ۰ 


5 ۲ 


۳۹۳ 


معادلهٌ دوم دستگاه را» می‌توان این طور نوشت : 
چذ (- 2/۲ ح اون چت (2 - ) و 
2 - ۳ < ۲ 
ولی » ع< ۰7 بنابراین 
1- ۳/+ < ( و ۷/۳ + -< م. 


که اگر به جای ۶» چهار مقداری که» پیش از اين به دست آوردیم» قرار 
دهیم» جواب‌های دستگاه به ذست می‌آید. 
پاسخح. دستگاه؛ ۹ جواب برای ( 2,1 ) دارد : 


 ۲( 0۱/۲ /۲,۷۲+ ۷۲(‏ (هبه) 
0۵/۲۱/۲ ۴ + ۱/۲ 


یادداست. این مطلب تابت شده است که تعداد جواب‌های یک دستگاه؛ 
برابر است با حاصل ضرب درجه‌های معادله‌های دستگاه؛ در این‌جا؛ با 
داستگاهی شامل دو معادله دو مجهولی سروکار داشتیم که هر کدام؛ از درجه 


۳۹۳ 


سوم بودند؛ بنابراین» حاصل ضرب درجه‌ها برابر ٩‏ می‌شود و دستگاه هم 
دارای ٩‏ جواب است. البته» ممکن است. برخی از جواب‌ها با هم برابر با 
موهومی باشنك. 


نابر ابری و نامعاد له 
۸ ۱!) دو طرف نابرابری مثبت‌اند و با مجذور کردن آن‌ها؛ جهت 
نایرابری تغبیر نمی‌کند. بنابراین» اثبات درستی نابرابری مفروض » منجر به 
البات درستی این نابرابری می‌شود : 
> ۲۰/۲۴۴۹ + ۵۱ + ۴۹ < ۲۰۰ چ ۰۷/۵۱(۲ + ۷/۴۹ < ۲۸/۵۰(۲) 
۹ «< ۵۰ ج- ۲۱/۲۴۴۹ < ۱۰۰ ج 


که اگر دوباره؛ دو طرف را مجذور کنیم؛ به تابرابری روشن ۲۴۳۳۹ < ۲۵۰۰ 


یل یی ٩‏ 
۲ نابرابری را» به ترتیب» این طور می‌نویسیم : 


(۷/۱۰۳ + ۱۰) < ۷/۱۰۲(۲ + ۷/۱۰۲) 
۱۳ ۳ 
و ۱۵۳ حر ۱۵۳۰۲ :۱۵۰/۱۰۳ جح ۱۰۳۰۲ / 

که درستی آن» روشن است. 
۳ نابرابری را می‌توان این طور نوشت : 
)۱( ۰ -- ۷۱۰۱ < ٩۹ج‏ ۱۰۰ ۷ 
اتحاد "6 - "یم < (0۲ + 60 + ۵۲)( - 6 را به یاد بیاورید. در این 
صورت 


( ۷/۹۹۲ ِ ۹۹ ۱ و كِ )۱/۹ ون ۱ ۷( 


۳۹۵ 


۱ مت ار و مه ۱ جح 
4 ۱۰۰ ۷ ۳/۱۰۱ د ۱۳ ۳/۱ )(۱/۱۰۰ - ۱ /۷) 
تاه بت و 


اکنون» اگر برای هر طرف نابرابری (۱)» مخرج واحد در نظر بگیریم؛ سپس 
٩/۱۰۰ ۷ ۹٩ + ۲‏ د ۱۷/۱۵۵۲ 


۱۷/۱۰۱۲ 4 ۱/۱۰۱ ۷ ۱۰۰ 4 ۲ 


ضرب کنیم؛ به اين نابرابری می‌رسیم : 


۱ 
سس سس 
۹٩ + ۲‏ ۲« ۱/۱۰۰ + ۷/۱۰۰۲ 

۱ 
ی ۲ 4 ۱۰۵ ۷ ۱۰۱ ۱ 


که درستی آن "دوشن است؛ زیرا جیاتن یرس مرو به ترتیب» از 


داسته با آن که محرج یه دارد » خودسص 0 اتگ ان 
( به ترتیب داریم : 


۱ ۱ ۲ ۸۲ :۱۱۲ ۷۰| :۶۳۰۱ ج: 8۳۲۲ 


۳۳۱۲ ۹ ۳ ۲ب خر 


۵ ابتدا نابرابری را به این صورت می‌نویسیم : 
۳1 ۵ - ۲ ۱ < - ۷/3 ججت 0/۹ 


۳۹۶ 


و شبیه حالت عددی ۳) حل می‌کنيم؛ به یک نابرابری روشن می‌رسیم. 
۶) به ترتیب داریم : 


۱ + او ) ۲ات اه 
تست تلد 1 اما ی ای کب 
۱+ ۷/2 ۱ :۹/2 ۱+ ۷/2۲ 


اک ۲ ۲ را 6 پتاهی (ه» < 6 باید ثایت کنيم : 


۱ 
۲ جح - 1 6 
0 


که به سادگی به نابرابری روشن » < ۱(۲ - 6) منجر می‌شود. حالت برابری 
: برای ۱ 6 با جح و ای و 


و اگر فرض کنیم : 6 < او 2 < ع. باید تابت 


کم 


۵ < ۳۵/۵ - او + ۱ 4 "۲ 
این اتبحاد را در حلد اول کتاب [یکسرن اتحادها) دیده‌ایم : 
۱ تن ای ی 
(ه- و - رو کج + و4 ام( +رو+ه) ع وروه۳- و + روج یه 
از طرف دیگر داریم : 


2 - ور - رز - آچ د آ رود ۲ 
| ج ۷ ست ورو۷ و۷ ست: ۳ تلد + ۲ - 


5 21 - ۲2 + (+ ) - ۲۱2 +2 (+ 
+ )2 - ۲۵۵ + 2 ([ < 


۳۹۷ 


به این ترئیب» باید ثابت کنیم: 
۱ 
» < ۲( -2) + (2 - )+ (ل- 2(])2 +۲۷ ۲)2 


که درستی آن روشن است. (2 + 1 + ۰2 مقداری مثبت و عبارت داخل 
کروشه» مقداری غبر منفی است). نابرابری» وقتی به برابری تبدیل می‌شود که 
داشته باشیم : 
6 << << 6 جد 2 < 1 < 
۳۰۵ ۱) تین ابه مقدار 2 دارد. ببینیم» چه زمانی ‏ از 2 بزرگتر 


ات ص9۳ 
۳ 
ات ( 


۱ ۱ 
«<ر ور اج ما جح اس رل 
۷ زب 


3 
ابتدا » << 2 می‌گيريم؛ باید 2 را طوری پیدا کنیم که داشته باشیم : 


م < (۱ 4 ۱()۲- ۲) چت ه < 2-۱ 


اگر ه <۱- »و ه < ۱+ 2 آن وقت به دست می‌آید ۱ < 2 (که در 
ضمن مشت است) ؛ 

آگر ها ۱ - و وه > 4-۱ 2 به دست می‌آیل 2-۱ > 5 که با 
شرط فشنت نودن ۲ شازگان نتتا: 

اکنون فرض می‌کنيم ۰ > 3 : 

اگ ه < ۱ - و و ه ۱۰ + 5 به دست می‌آید: ۱ < 2 و 
۱- > 2 که با هم ناسازگارند؛ 

اگر » > 2-۱ وه < ۱ + 2 به دست می‌آید: ۱ > 2 > ۱-. 

چون مقدار 7 را منفی گرفتيم باید » > 2 > ۱- را در نظر بگیریم. 


۱ ۱ 
به این ترتیس وفتی - < : که داشته باسیم: 
و یا ق 0 و ۷ 


۳۹۸ 


پاسخ. اگز ۱ > یا ۱ > وه هن آن وق نوج : 
1۳ 
اهر سا ۱ ی آنیفت وه ور 
1 


اگر ۱ یا ۱- < هت آن وقت 2 < هر 

۲) پاسخ. اگر ۰ > تیا ۱ < 8 آن وقت ‏ ج ایو 

اگر ۱ > 2 > ه آن وقت ۲ < ج؛ 

اگر ۱  <‏ یا » < 2 آن وقت 2 < 2۲. 

۲) پاسخ. اگر » > 4 آن وقت ۵ < -؛ 

اگر » < 4. آن وقت »- < ن؛ 

اک ۵ و آزتوتت مسج ون 

۱ !) پاسخ. بله با شرط "0 « ۰0۲ هميشه ها عر »؛ 

۲( پاسخ. نه! مثلا ۲ > ۳-, ولی ۲۲ < ۳(۲-). 

"۳ با توجه به نابرابری روشن ۰ < ۲( - ۷/2) (برای 2 و زن 


مثبت) به دست می‌آید 
خر وود نز 
بنابراین؛ می‌توان نوشت : 
۴ < ۰ +۲۷6 < +ه ۲/۵۵ <وا دم 
چون در هر یک از این نابرابری‌ها؛ هر دو طرف. مقدارهایی مثبت‌اند؛ 
می‌توانیم آن‌ها را» جمله به جمله در هم ضرب کنیم : 
نآ ۰ 2 (۰ +6( +0()04 +.ه) 


)» + ()0+ (64+ ( 5 


۱ ۲۸ 
۳ 


۳۹۹ 


نابرابری وقتی به برابری تبدیل می‌شود که داشته باشیم : » < ها < 0. 
۳ در هندسه قبول کرده‌اند : 

۱( کوتاه‌ترین فاص له بین دو نقطه ‏ طول باره‌حط راستی است که این 
دو نقطه را به هم وصل می‌کند؛ 

۲) اگر دو نقطه را به وسیلة دو خط شکسته یا منحنی به هم وصل کنیم» 
به شرطی که هر دو خحط محدب (کوژ) باشند» آن که در درون دیگری قرار 
گرفته است» طولی کمتر دارد. 
| . اکنون به شکل ۱۱۵ توجه کنید. کمان ۸۷۲ را 2 می‌نامیم؛ در این 


ابیورت تّ 
۱ 7 < ۸۱ ۰ 0 << |2,۱۳/۸ < ۸۸ 

۱ 

ااگر خحط راستی که از ۳۲ می‌گذرد؛ دایره مثلئانی را در نقطه ۰۱ قطع 
کند» طول کمان ,1 ۰۸ از طول باره‌حط راست ۱/۷۱ بزرگتر است : 


۵ > «مزه ۲ ۸/۲ > ۱۸/۸۱۱ 


از آن‌جا 2 > ۲ 5110. 


و ۵ ۲ 


اکنون از نقطهُ ۰7 مماس دیگری بر دایره رسم می‌کنيم (مماس 7۸۱). 
روشن است که کمان ۰۸۸۱ طولی دو برابر کمان ۸۱۷۲ دارد و» در ضمن 
۰ < ۸۱ 1|. 

از طرف دیگر 


۱ > ۲ < |۱۸۱۲ +۱۸۲۱ >۸۸۱ 
که از آن‌جا به دست می‌آید» ۲82 > #. اگر دو نابرابری را با هم بنویسیم : 
3 > 4 > . (511 
یادداشت. مرافب باشید» ابرابری‌های 
شا >* ۷ ۰ ۲ 311۳ 


تنها وفتی درست‌اند که کمان 2 با واحد رادیان بیان شود. 

۴ مسمت چپ نابرابری را ۸ می‌نامیم و بدون این‌که به کلی بودن 
مساله لطمه‌ای وارد شود فرضص می‌کنيم : > در این صورت» در 
هر حال؛ 

۵ < 6-0 + وه << - دوه 


0 > ار + . در این حالت» عبارت 6 - ۷ + ۰6 مقداری منفی 
یا صفر می‌شود و در نتیجه ه و و حون ه < ع» (» و او ع 
مقدارهایی مثبت‌اند)» پس 06 > ۸. 

٩ < ۲‏ 0. در این حالت هر سه برانتزی که ۸ را تشکیل داده‌اند » 


مثبت‌اند و در نتیجه » < ۸. بنابراین می‌توان نوشت : 


/)6 4+ 9 6۲) + 6-0۲64 6 - (۲ 


۴ 


عبارت ژیز رادیکال را؛ این طور می‌نويسيم: 
۷«( -6) + 6([]۵ 0)- 6( ۵) + 6] 
((۵ - ») - ۵([]6 - ») +ع][(» -ع) - ها * 
که اگر کروشه‌ها را؛ دو به دو» در هم ضرب کنیم؛ به دست .می‌آید : 
((۵ - ») - آما[ا(ه -ع) - آا["(ه - ۵) - "ها 
روشن است که کروشة اول از ۰6۲ کروشة دوم از "۵ و کروشه سوم از "6 
بزرگتر نیست» یعنی حاصل ضرب آن‌هاء از 0106۲ بزرگتر نیست؛ پس 
۰ - ۷۵۲۲۲ > ار 
به‌ازای 6 < 6 < 4 برابری ۸06 < ۸ و به ازای متفاوت بودن دست 


کم دو تا اژ عددهای 1 و / و ۲ نابرایری 6 > ۸ به دست می‌آید. 
بح ۳" مس ۴73 ۳۹ 171 ت ( ۲7 سس 1( ۳ سب ۴73 سب ۲ 2 


< ) 17(  )و(‎ - ۱()۱(( - ۳( 


(7 -- )۰ مقداری غیر منفی است. بینيم برای چه مقدارهایی از 777 


داریم : 


> (۳ ۹ ۱()7 سب ۳7( جت و « (۳ -_ )۱۱ 7 77)- 


باید از دو عامل ضرب» یکی مثبت و دیگری منفی (یا صفر) باشد: 
اگر ه < ۱ - ۱و ه > ۳ - 17 آن وقت به نتیجه ۳ > 7 > ۱ 


اگر » > ۱ - 7و ه < ۳ - ۸7 به نتيجة ناسازگار ۱ > 7 و 


۳ << 111 می‌رسیم : 
بنابراین 
۳ > ۱7 > ۱ چ< ه < (۳ - ۱()۲ - ۲۰)- 
و همین جواب مساله است. به ازای ۳ > ۱ > ۷۱ تابرابری به ازای همه 


۶ در مسالٌ ۲۲۹ ثابت کردیم (برای 2 و و 2 مثبت) : 


1 ۲ ۷ + 2 < ۸ 


۰( 666۰ + 0()0 + ») 6 9 +4 
و( ۳ 0 ح 
6 / ۲ 6 

7۳9 ۳ 


( + 6 + )(6۵ + 0( 
با ضرب این دو نابرابری در یکدیگر؛ نابرابری مورد نظر به دست می‌آید. 


2 + ۷ < 


با توجه به این نابرابری» می‌توان نوشت : 


9 هی یل ۲ جر وله ارم 


بنابراین 
۵ ند ( 0 جع ۷۱ ند مق ود اي 


۴۳ 


زیرا 
۵ < 0 ۲ + 9 


۷ < شک ( 

سر مد 
< سس (۲ 
هی ۳ 


بوذن ۸ ۳ ۷۳ ۰۰۰ ولا ا شمشه تابر ابری زیر برفرار امک 


ون اد 6 ۳ ۳ 
10 


۳ 7/0۱6۲ ۰۰ ۰ 6 


که به آن؛ نابر ابری میانگین‌ها گویند: فز وایج 


اب )6 
۱ 


را میانگین حسابی و ۷۱6۲۰۰۰ را میانگین هندسی 1 عدد ۰0۱ ۰0۲ 
۵ یلا می‌نامند. 


۸. با مجذور کردن دو طرف نابرابری به دست می‌آید: 
۱ > وم ۰ وزو ۲ چد ۲ > 2 وه ۲ ۲۹۱۳ + ۱ 


به جای عدد ۰۱ در سمت راست ابرابری وی 1 ۲ ۲ 5120 فرار می‌دهیم 


۱ ۰ 4 ۴ ۲ ۰ 
< ۲( وی - 2 ([و) چد ۵ 2 609 ۲ ۲۹۱ - 2 605 ۳ 2 511۳ 


۴۰۴ 


که درستی آن روشن ۳ 
۲۳۹ 


سس ح نو جد ۴ > :۲2- ج ۶+ ۵ > ۲ + ۳ (۱ 
۵ 
زب > 2 جد ۵ < ۲۵ج ۵ +۲۵4 < ۵ (۲ 


ج- (۵ - 5 )(۳ ۲۵ ) > (۱ + ۲()۲۸ + 2) (۳ 


بت ۱۵ + ۱۳۵ - ۲۵۲ ۶ ۲ ۵4 د ۲۸۲ س 
۱۳ 


> ت ج ۱۳ > ۱۸۰ ج 


۲ داریم: » > (۴ - 8):. برای این که حاصل ضرب 5 در ۴ -- 2 
برایز ضفر شود باید داشته باشیم 8 عج. وبا ۴ ون برای این که؛ این 
حاصل ضرب. منفی باشد. باید یکی از دو عامل ضرب منفی و دیگری مثبت 
باسنك : 

اگر ه > 2 و ه < ۴ - 0 آن وفت. به نتیجه ناسازگار » > 7 و 
۲ < # می‌رسیم که پذیرفتنی نیست؛ 


اگر ه حمر 1 و ه > ۲ - 92 به جواب بلیرفتنی ۴ > نب ٩‏ می‌رسیم. 
پاسخ. ۳ ی 9 
۵( به حل نامعادلة » < ٩(‏ + ۲ )(۱ سب و | منجر می‌شود : 


ات و 8 چ<- رون 
چیه خ 7 و ح ٩‏ 1 ۲۰ 


۴ ۵ ۵ 


۳ ۱ 
پاسح. ک تیا ۱ 2 2. 
۶ به حل این نامعادله منجر می‌شود : 


۰ > (۱۱ + ۱()۴2 - #) چد ه > 4۷۰-۱۱ ۴2۲ 


۱ ی و > ۱ - ۲ 
وس 9 < و ۳۹ ه < ۱۱ + ۴2 ]| 
۸ج وه و جح ۱ - ۳ 
(ناپلیفتی) ۱ج ۱ ۴2۸۱۱۰۰ 
ات۳ 5 
۱۱ 
پست 5.۱ 52 ۲ 


ضورث کسز.متفی است» پس برای این که مقدار کسر متفی باشد؛ باید. 
مخرح » مقداری مشت شود: ۵ ح<ز ۲ + 2؛ یعنی ۲- < . 


۴ 4 ۸ | -- :۲ ۱ - ۲۵ 
ی و سکس قاس ب وق 
۲2۸۱ ۲۰ ۱ ۲2 

۲ 0 ۱ 
۱ ۳ بو <ر ۷ مه << ۶ 1 ۸2۲ 
۳ ۳*۹ ۱ هر 
ِّ ی » > 4+۶ ۸۵ 
1 

۱۳ ۱ 

پاسش. .> ۲ ۴ : 
! -- 7 1 سید .۲۳ ۹۱ 

2٩1۱ 2 4 ۱ 3 9 


۴۶ 


ده 
۱ (۱ + )7 
( یی فد . ی( ب دب ۵ جر ۲ 
یرای هه ۱- > 1۳ ۰ > ۱ + 2۲ 
[ ناخ 8 ۳ «ت دق مه 
۰ ور ۳ نس 
۱ 21 ۶ ۳ . 8 1 1۳ . 


پاسسح. ۷ تم 

۰ در آغاز؛ به دو نکته اساسی توجه کنید: 

1. متفیر * را در نظر بگیرید و فرض کنید بدانیم این متغیر» بین دو 
عدد قرینه 6 و 0- واقع باشد (۰ <  :)6»‏ > 1 > »-. روشن است 
که در اپن صورت. قدر مطلق 1 از » کوچکتر است : 

اگر » > 1 > »-. آن وفت 6 > |/. 

به عنوان نمونه» اگر ۲ > 1 > ۰-۲ آن وقت ۲ > |/]. 

برابری 6 > |4] را میتوان» بدون نشانة قدر مطلق و به صورت 
هد ۳ نوشت. در وافع» در نابرابری » > ]۰ دو طرف نابرابری؛ 
مقدارهایی مثبت‌اند و بنابراین» می‌توان آن‌ها را مجذور کرد. 

به این ترتیب؛ نامعادله‌ای مثل 


-- ۵ > ۲: + ۱ > ۵ 


را می‌توان از شکل نابرابری مضاعف (که شامل دو بار نشائة > است) در 
آوره و به تورات 
۵ > (۱ + ۲۸) 


نوشت. ادامه حل نامعادله» دشوار نیست : 
+ ۰ > (۵ +۱4 + ۱-۵()۲+(۲) ج< ه > ۲۵ - (۱ + ۲۵) 


۴ ۷ 


<< ۴) - ۲() + ۳( > ۰ 


۳ -- ۲ > ت اازس ن 1 ۲ ات و‎  8 
۲ + ۳ حد ۳ و ج‎ ۳ <_ "> 


برای حالت دوم» یعنی وقتی ۲ - 7 مثبت و ۳ + 2 منفی باشد» جوابی به 
در ضمن, از جواب می‌توان خود را به معادلة اصلی رسانید. اگر همه 
می‌اید : 
۴ > ۲ > ۶ 
و اگر به هر سه جمله یک واحد اضافه کنیم؛ به همان نامعادله اصلی 
هی‌رسیم ۰ 
۵ > ۱ + ۲ > (م سس 
11. اکنون این نابرابری مضاعف را در نظر می‌گیریم : 
(*) > ]> » 


در این‌جا» 4 و ۵ قرینُ یکدیگر نیستند» ولی می‌توان نابرابری مضاعف را؛ به 


صورنی درآورد که ) جمله‌های دور سوی آن؛ فرینه یکدیگر باسشند. 
۱ ِ / 
ابتدا میانگین حسابی ۵ و ا را به دست می‌اوریم : سر سپس این 
میانگین را از هر سه جملهٌ نابرابری مضاعف (*) کم می‌کنیم : 


0 1 »6 ترس ۳ 
۲ ۱ ۲ ۲ 


بت | 


که تعد از شاقة کردن » به این بو رت درمی‌آید : 


- 9 6 +4 »6 0 - »6 
> ی سیک 
۳ ۳ ۳ 


۴ ۸ 


اي اک سیر کاع۳ 


قرینه یکدیگرند. 
فرض کنید» بخواهیم این نامعادله را حل کنیم : 


-- ۱ هه ۲ - رل که‎ ٩ 


۳ 
نامعادل #ف کم 7 


۵ ۳ - ۵ > ما 


و» سیس؛ شبیه حالت / حل را ادامه می‌دهیم : 


چد ه > ۵۲ - ۶(۲ -۵2) چد ۲۵ > ۶(۲ - »۵) 
چ> » > (۵ + ۶- ۵()۵ - ۶-  )۵‏ 


-< )۵ - ۱۱()۵ - ۱( > + 


که پسخ بچ- > 8 > چ یرد 
اکنون دیگر» حل نامعادله‌های مسالهٌ ۰۲۴۰ بدون دشواری به انجام 
می‌رسد. در این‌جا؛ پاسخ‌ها را داده‌ایم : 
) < > و > -- ۲ ۱ > # > ٩-۱‏ 
۷ 1 


. > 2 > ۲ ۳ 


یادداشت. نامعادله‌های مضاعف راء به طور مستقیم هم می‌توان حل 
کرد. نامعادله مضاعف 
۵ >> ۴ 1+ ۰۷ >> ۲ 


را در نظر بگیرید. در واقع ؛ در این‌جا؛ با دستگاهی شامل دو نامعادله سروکار 


۴ ۹ 


شک ۱۱۶ 
داریم که باید جواب مشترک آن‌ها را پیدا کنیم : 


۶ 
یت ان ۳ یسب[ سیبب] 
» ۱ > ۷۲ ۵ > ۲ + ۷۲ 


ح | 


۱ ۱ ۶ 
و بنابراین؛ مجموعه جواب؛ چنین است: پ "2 > رو 
۳۱ این » یک مساله هندسی انتنت: ان را؛ به این مناسیت در این‌جا 


آورده‌ایم که با نمونه‌ای از کاربرد نابرایری‌ها در هنگسد ) آشنا سو ید. 
با فرض ۲۰۳ < ۸ و |۸0| < |۰۱۸8 باید ثابت کنیم (شکل 


0۳۱۶ 


۱( ۱4۸۳۱ < ۲۱8۵۱, ۲( ۱۸8۱ > ۵۱ 


۱ روی ساق ۰,4۸7 پاره‌خط راست 2 را با طولی برابر طول باره‌خط 
راست )9 جدا می‌کنيم. چون || < |/۰2۸ باید ثابت کنیم: 


۱۸۱۷| < |6۱ 


۴۱ 


در متلت )۸۸۱ ضلم ۸۸1 روبه‌روی زاویةٌ ۳۰ و ضلع 0۷ 
روبه‌روی زاویه ۲۰ درجه است؛ ۲۰ درجه از ۲۰ درجه بیشتر است» پس 


ضلع روبه‌روی به زاویة ۳۰ درجه (یعنی ۰)۸۸1 طولی بیشتر از ضلم 
روبه‌روی به زاویة »۳ درجه» یعنی ۷//) دارد: 


۱ < ۱۸۸۱۲۱ 
با همین استدلال» در مثلث )۱9۸۷۲ به دست می‌آید: 
ایا < ۱0/۸۱۲۱ 


این 0 < |//۸] و» در نتیجه |۱۸۶8 + ||/۰۱۸ یعنی |۱۸ 
(طول ساق) از [/۲۱/6 (دو برابر طول قاعده) بزرگتر است. 

۲) مثلث‌های ۸0:1 و ۸1 را برابر با مثلث ۸6 و به صورتی 
که در شکل ۱۱۶-ب دیده می‌شود» می‌سازيم. روشن است که مثلث 
متساوی‌الاضلاع است (هر یک از زاویه‌های آن» برابر ۶۰ درجه 
است)» بنابراین طول باره‌خط راست ۰9 برابر با طول ساق مثلث (۸) 


می‌شود. از طرف دیگر روشن است که 
6۱ 2 ۱۱ +۱6۵۱ +۱86۱ > | 
(کوتاه‌ترین فاصلهٌ بین دو نقطه» طول باره‌خط راستی است که این دو نقطه را 


به هم وصل می‌کند). بس ۳۱۱ كِ ۳-9 


شر ص می‌کنيم ؛ بعد از 7 ماه دحیره دو برادر ) برابر باسل لب 
از گذشت * ماه جمشد ۳۰۰۰۰ د هه ۲ ریال و برادرضش 


۴ 


۵ ۰ ۵۰0۰ 4 ۲۰۰۰ ریال خواهند داشت و باید داشته پاشیم : 
۲۵ حب « رف ۰ ۵00۰ 4 ۳۰۵۰ ح ۳۵۵۵ + هه ۲ 


بعد از ۲۵ ماه (یعنی ۲ سال و یک ماه)» ذخیرة دو برادر» برابر می‌شود؛ 
در آن زمان» هر یک ۸۰۰۰۰ ریال ذخیره دارند. 
۱ ۵۱ 
ولی؛ تعداد دانش‌آموزان» نمی‌تواند عددی کسری باشد. مساله» جواب ندارد. 
۴۲ روشن است که نقطهٌ (۰0 مرکز نیم‌دایره در وسط ضلع (۸1 از 
مربم ( قرار دارد (شکل ۱۱۷). اگر طول ضلع مربع زا 2 بگیزیم 
در مثلث قائم‌الزاوية 01 داریم : 


۳ 
۵ آه + > چد |۱۵ - || + |۱0 


۴۵ اگر شلد سوم را 1 فر ضص تنم پنج عدد» جنین‌اند ‏ 


۴ + 0 ,۲ -د بط رت ,۲ ت ۳,۵۲ - لو 


که پاید مجموع آن‌ها؛ برابر ۱۲۵ باشد: 
۵ <- (۴ + «) + (۲ + ») +۲ + (۲-) +(۴ - ») 
از آن‌جا ۲۵ <- 2. 


پاس. ۱ ۱ 
۶ اگر سن برادر کوچکتر را # بگیریم» سن برادر بزرگتر 8 - ۳۰ 


۸ - ۴ چ (۱ + )۳ < ۱+ (۵ -۳۰۰) 


پاسخ. برادر کوچکتر ۷ ساله و برادر بزرگتر ۲۳ ساله است. 
۷ تعداد تخم‌مرغ‌ها را 2 می‌گیریم. باید داشته باشیم: 


و وه ۱ جح . خ< ی و و ۱ بسانت ۵ ۵۰ 1 ۵ ۴ 


خرید ۱۰۰ تخم‌مرغ برابر است با ۵۰۰ + ۱۰۰ < ۰۴۵ یعنی ۵۰۰۰ ریال. 
پس هر تخم‌مرغْ را ۵۰ ریال خریده است. 

۸ مرد روزانه پدر را 2 و مزد روزانه بسر" را ۷ بگیرید به این دستگاه 
می‌رسید - 


۳۵5 ی ای 


۰ < ۷۷ 4 ۱۳ 
و ۲ج بل 


۱ ِ :۳۹۹ ح- ./ ۷ بل ۵ 


۹ صورت کسر را 7 و مخرج آن را 1 فرض کنید به این دستگاه 


هی‌رسید . 
۲ حب. ات ۳ و حج ۴ بل ۳۵ ت۴۵ ۴ ۷ 
۲ ع< لا | ه< ۴+ ۲۵| . ۱ 4۲ 2 


۴۳ 


اگر در کسر ك- یک واحد به صورت اضافه کنیم» به کسر ت تبدیل 


۱ ۳ ۳ ۱ 
می‌شود که با کسر ۴ هم‌ارز است و اگر دو واحد به صورت ان اضافه شیم 


۴ ر ‏ 5 ۱ ۱ 
0 بهتر است به جای وزد گلدان اصلی؛ ورد مقدار مس داخل 
آن را 2 گرم بگیریم؛ بنابراین ؛ وزن نقرء آن 2 گرم و؛ وزن گلدان برابر ٩2‏ 


۴ ۸۷3 
و تا له تشن ی سس 
٩ ۰ 1 ۵ ۵‏ 


پاسخ. :19 گرم. 
تقسیم 4 بر ٩‏ را ۲) می‌ناميم. باید داشته باشیم: 


۳ + ۸۱ < 0 ۱ 
۵ سل ۹0 :| 
از کم کردن این دو معادله از یکدیگر ‏ به دست می‌آید : 


ه < ۲ - ۹۲ - ۸/۱ 


جون» مجموع 0۲ + 4 برابر ۱۲ شده است» باید دستگاه زیر را حل کنیم : 


] ۸۱ - ۹0۷ 2۲ (۲ 


بنابراین» عدد مورد نظر» برابر 


نو ده ۲ 


۲ تمام پول را 2 تومان می‌گیریم. سهم اولی چنین می‌شود : 


۰۵ 1 2 : ۳۹2 ی | » 


پول (2) کم می‌کنيم : 


۰۰ - ۱۵7 ۹ ۰۵ 1 2 
۳ نت ۱۶ 


دومی» یک ششم این مبلغ به اضافٌ ۱۵ تومان برداشته است؛ یعنی سهم 
۰۵ 1 6۵7 ۰ 1 ۱۵۰ ۰ - ۵7 ۱ 


ج< سس ___+۱۵ 
۳ ۷ 1 ۴ 


سهم دو نقر؛ برابر شده است؛ پس 


» ۲ + ۵ ۰۰ ۲ + 2 
ترس ربص کیت مس مس 


۱۶ ۳1 


۳ - ۱۵ ۵ 


در ضمن » سهم هر یک از این دو نفر برابر ۲۵ تومان می‌شود. 
۲ ضلع بزرگر (طول متطیل) را و عرض آن را 8 م‌گیریم: 
مساحت مستطیل بر ابر 1 می‌شود و با توجه به شرط‌های مساله؛ باید داشته 


3 


باسیم : 
۸ - ۷ < (۲ - ۳()۷ -») ] 
۰ 7 2۷ < (۲ + ۳()۷ + 2) . 


که بعد از انجام ضرب‌ها و ساده کردن‌ها؛ به این دستگاه می‌رسیم : 


۲ 4+ ۲۱ 2 ۵ 
۲۰ + ۳۷ < ۵۳ 


۴٩ ۵ 


دو معادله دستگاه؛ در وافع؛ معرف یک معادله‌اند ؛: 
۳ - ۳۷ + ۲۵۶ 


ود به پاری یک معادلة دو مجهولی»؛ نمی‌توان مقدارهای مشخصی برای 
مجهول‌ها پیدا کرد. مساله» یک جواب مشخص (یا حتا چند جواب. به تعداد 
محدود) ندارد. مساله بی‌نهایت جواب دارد. 

تنها می‌توان مرز مقدارهای 7 و ۷ را پیدا کرد. چون 2 را» طول ضلم 
بزرگتر مستطیل گرفته‌ايم باید داشته باشیم : ۷  <‏ (حالت ۷ < ۰7 وقتی 
بیش می‌آید که با حالت خاص مستطیل» یعنی مرب سرو کار داشته باشیم). 
از معادله‌ای که به دست آورده‌ایم» نتیجه می‌شود : 


7 -- ۵۴ 
کب« 
یعنی باید داشته باشیم : 
۱ -- ۵۲ 
۲ج ۵۶ نت ۲۵ - ۵۲ خ ۲۵ج سس مج و 


که از آن نتیجه می‌شود: ۱۰/۸ < 2. ولی * را نمی‌توان هر عددی که از 
۸ ۱۰۸ بززگتر است» در نظر گرفت. باید 7 را چنان انتخاب کرد که برای 


1 عددی مثشبت به دست آیك. بنایراین باید داشته باشیم : 


۵۴ - 


۷ + م هت ه د ۲ ۵۴ جد ه <ر ِ 


به این ترئتیب: 27 می‌تواند هر عددی باشد که در شرط زیر صدی می‌کند : 
۷ « ۲ > ۱6 


۳۶ 


مثلاً می‌توان ۱۵ < 7 در نظر گرفت که در این صورت. برای #» عدد ۸ 
به دست می‌آید. مستطیل به طول ۱۵ و عرض ۰۸ با همه شرط‌های مساله 
سازکار است. ۱ 

یادداشت. معادله‌ای مثل ۵۳۴ < ۳۷ + ۲2 را معادلة سیال گویند. در 
هر معادله سبال؛ با توجه به شرط‌هایی که برای مجهول‌های آن وجود دارد؛ 
وقتی یکی از مجهول‌ها را (در محدوده‌ای که می‌تواند باشد) انتخاب کنیم» 
مجهول دوم به خودی خود به دست می‌آید. 

به عنوان مثال» فرض کنید :2 و 7 عددهایی طبیعی باشند و از ما خواسته 
باشند» مجموعه جواب را (برای عددهای طبیعی ‏ و ) در معادلهٌ 


۲ ده ۳۸ 1 ۲ 


بیدا کنیم. اگر لا را بر حسب 1 به دست آوریم: 

۵۳ -- ۳3 

۳ ‌ 
و روشن است. برای اين که ۰۷ عددی طبیعی باشد. باید 2 بخش‌بذیر بر ۳ 
و» درضمن؛ کوجکتر از ۲۷ باشد (جرا؟). بنابراین» مجموعه جواب (برای 
و 1 طبیعی) در معادله ۵۴ < ۳۷ + ۰۲3 چنین است: 


٩ ۸ << ۲ ۰ 7» << ۵‏ - ۰ :2۶ ۳ 
۱ ۵ ۴ | ۳ ۷۲۲ ع از ۴ 9/2 | * ۲۶ 1 
۴ ح- ۰ ۱ -- 1۰ ۸ - "۱ 
۳۲ /۷ 1 سس 


معادله سیال دارای ۸۸ جوابت در مجم عه عددهای طبیعین انتنتتة, 
اگر به جز طبیعی بودن عددهای 1 و (1: در ضمن» شرط ۷ < 2 
هم وجود داشت (مثله گفته سده بود . 1 ضلع بزرگتر و لا ضلع کوچکتر 


۳۷ 


سعت 
شکلن ۱۱۸ 


1 است)؛ آن وقت؛ سه جواب نخست؛ کنار می‌رفت و پنج جواب 
آخر» به عنوان مجموعة جواب برای معادلهة سیال باقی می‌ماند. 
#معادله‌های سیال را» برای نخستین بار؛ دیوفانت» ریاضی‌دان مکتب 
اسکندریه مطرح کرد ولی بعدها» محمد کرجی ریاضی‌دان ایرانی زمان 
عضدالدوله دیلمی آن را ادامه داد و نمونه‌های زیادی از معادله‌های سیال را 
طرح و حل کرد. 
۴. اگر سرمایهٌ این شخص را در آغاز» ۸ میلیون ریال فرض کنیم؛ 


۵ با توجه به شکل ۰۱۱۸ اگر 7 نقطه انتخابی روی قاعد؛ بزرگتر 
باسد » داریم : 
بت ۱۱ بح ۹۱ 


طول باره‌حط راست 6۷ را * می‌گيريم. اگر طول ارتفاع ذوزنقه برابر «/ 
باشد» باید داشته باسیم: 


/ 
۵ عد ۲ << |( ۳۵) د ۳ ( 4 2 


۳۱۸ 


۱۱٩ شکل‎ 


یعنی باید فاعده کوچکتر را به نسبت ۵ : | تقسیم کرد. 
۶ سرعت‌ها را 0۱ و 0۲ می‌گيريم (۷ < ۱). باید داشته باشیم : 


۳ ۰ 

۱3 ِ ۰ << 1۷۲ + ۲ ۴۹ 5 ۲ -+- !1 
ی ۲۳ <- ۷ - !۸ ۱ ۶9 
۲ "11 ۱ ۵ سب . ۱ 

](۷ -- ۳۴ 


۷ طول ضلم مربع را 3 بگيريم (شکل .)۱۱٩‏ اگر مساحت‌های 
دو ربم دایرة (۸ ۸۱۳۶۸۱ و ۱۷6۰ و] را با هم جمع کنیم» مثل این است که 
مساحت مریم را با مساحت بین دو کمان (۸ و ( 9۷ جمع کنیم. 
در نتیجه باید داشته باسیم : 

۱ 


۳ ۲ ۱ ۳ 
۰ << 2 ست ۵۷ + ۲ ت ۲ ثِ 


۸ پاسخ. نقطه ر) روی کمان نیم‌دایره در جایی است که فاصله 
آن از فطر ۰/413 برابر 2713 یا به تقریب برابر ۰/۵۲13 باشد که» در آن, 
۲ طول شعاع دایره است. 

۹ . فرضص می‌کنيم ) 7 ساعت بعد از آغاز کار 3 (یعنی بعد از ساعت 


۷ صبح) کار تمام شده باشد. ۸ روی هم ۲ + 2 ساعت کار کرده و؛ 


۴۳۹۹ 


1 ۲ 
۱۵ 


تب نیت کار ر ۳ داده است ؛ 3 در بساغعت نی خود» ۳۳ 


دب ۲ لد ۲ 
ده اه چد ۱ سک 
۵ ۱ 4 ۱۵ 


ها ساعته و ۱۲ دفقه ) بعد از ساعت ۷ صبح؛ کار تمام می‌شود. 
۵ ۲۶ . الف ) فرضص می‌کنیم ؛ بیکان تن یه اتو یوس 


ز ستك8 باشد, در این صورت ‏ بیکان - ِ ساعت و اتوبوس بر رد ی ان 


۱ ۱ ۱ 
بوده‌اند. حول بیکان؛ ۲ سباغعت دیرسر حرکت کرده ات بايك داشته پاشیم : 


۱۱( و ۲ 3 1 7 
ی 
رد ۴۵ ۳ و ۳ 1 


اگر بخواهیم؛ پیش از رسیدن اتوبوس به شهر ۰13 ماشین پیکان به او برسد؛ 
باید ۰ کمتر از ۱۰۵ کیلومتر باشد: 


۰۵ 


۴ 
- چت ۱۵ > 1 
(و ب ۲۵ 


- ۴۵ عددی هشت است (اگر سرعت اتوبوس؛ از سرعت بیکان سستر 
باشد» پیکان هرگز به اتوبوس نمی‌رسد). بنابراین؛ می‌توان دو طرف نامعادله 


اخیر را در 2 -- ۴۰ ضرب کرد بدون اين که جهت نابرابری عوض شود: 


۶ > « ج- (ن - ۱۰۵/۴۰ > ۲۰0 


سرعت اتوبورس باید از ۲۱ کیلومتر در ساعت کمتر باشد ) تا در هسسر 
۵ کیلومتری» پیکان به آن برسد. 


و ۲۳ 


۱۵ ) 

7 ساعت طو 

می‌کند. بیکان» بعد از 2 کیلومتر به اتوبوس می‌رسد و برای رسیدن دوباره 
۱ ۱ زر ۳ ۱ 

رد ۸ باید 7 کیلومتر دیگر برگردد؛ بنابراین 1 یا ۳ ساعت در راه اس تا 


می‌خواهيم وقتی اتوبوس به 9 رسیده است؛ پیکان به ۸ نرسیده باشد» پس 


۵ 
از طرف دیگر» اتوبوس همه فاصلة بین ۸ و 13 را در 


باید داشته باسیم : 


که ۳ به جحای :۰ مقدارسش را از برابری (۱) فرار دهیم» به این نامعادله 


ی زاننیم. ۰ 
9 و ۰ ۸۴ - روو ۵ ۲ سیب و 


سه جمله‌ای درجه دوم سمت جب ابرابری؛ دارای دو ريشه است: 
۰ << ۳۰۲ 2 1 
بنابراین؛ سه جمله‌ای تجزیه می‌شود : 
< ۲۸۰ +4 ن۳۰()0 - «) 


۵ ۲/۸ سلب ء عد‌دیی فسنتا اتتدت (زیرا و ۴ ك ۹0۹ پس می‌توان دو طرف 


جع << ۲۵ + 


برای این‌که اتوبوس» بیش از پیکان به مقصد برسد. باید سرعتی بیش از ۲۰ 
کیلومتر داشته باشد. 
پاسخ. وا او ار 


۳۳ 


ب) پاسخ. ۲ ۶۷۸ > نا > ۶۰. 

۱ سرعت دوچرخه سوار سوم را ۷ می‌گيريم و فرض می‌کنيم؛ در 
7 کیلومتری نقطهٌ آغاز حرکت به دوچرخه سوار دوم رسیده باشد. بنابراین؛ 
باید داشته باشیم : 


۶ ۳ 7 
ست ‏ چد مد اد 
۲ - رو ۳ ۳ 10 


یک ساعت و یم بعد؛ دوچرخه سوار سوم علاوه بر ۲ کیلومتر قبلی » به 
۳ ۱ 
انداز؛ 0- کیلومتر دیگر رکاب می‌زند تا به دوچرخه سوار اول برسد. پس 


۳ 
"۳ رون ۶ .۱ : 
مسبت اس وه بخ ح - 
۵ ۲۱-۳ ۱۵ ۳ 11 


1 
رو لز 
۲ 


۲ سس وه ۶ 1 
هو .۳‏ ۷۲ سداق 


چون ۰ 7 ۰۷ می‌توان دو طرف برابری را بر ۳0 تقسیم کرد : 


فت. ج: چاه ۱ 41 ۲۸۱ جح و ۲ ۲۲ 


ه ج (۱۸ - )(۱۰ - ه9ن) ج 


سرعت دوچرخه سوار سوم باید از دو دوجرخه سوار دیگر) بیشتر باشده 
بتابراین ه <2 ۱۲۰ - ۰ و 


۸ حح- ره هت و -< را سه لو 


۲ سرعت جریان آب رودخانه را # کیلومتر در ساعت و سرعت 


قایق را در آب ساکن؛ 0 کیلومتر در ساعت فرض می‌کنيم. در این صورت؛ 


۳۳ 


سرعت قایق دز جهّت جریان آب؛ برابر 2 + » و در خلاف جهت جریان 
آب پرایر 2 -- « کیلومتر در ساعت خواهد شد. 
یش جهان گرد ۳ کیلومتر در حهت جریان آب حرکت کند» به اندازه 


سس ساعت؛ و اگر ۲ کیلومتر در خلاف جهت جریان آب حرکت کند؛ 


به اندارة 
و 


اع تا را از دس می دهد . ولی فتاه شرط مساله بایل این 


دو مقدار با هم برابر اش 


۳ 
و سور سس : 
۲ اسب 1۱ 7 + ۲ 


از طرف دیگر جهان‌گرد» برای رفت و برگشت از ۸ به 13 و» سپس از 
به 4 (۲۰ کیلومتر در جهت جریان آب و ۲۰ کیلومتر در خلاف جهت 
جریان آب) به اندازة »۱ ساعت وقت صرف می‌کند؛ بنابراین 


و ۳ و ۲ 
: سل 
اسب 1 سل 1۲ 
که اگر ها ت را در نظر بگیریم؛ بعد از عمل‌های ساده به این معادله 


می رسیم . 


ببس 


ه < ۵ - و۶ 

7 9 ۱ ۵ تسین 

و چون » و 7 بنابراین چ < ۲ 
۰ ۱ رن 

پاستخ. اب رودخانه» با سرعت ساعتی ِ کیلومتر در جریال است. 

۳ سرعت بیاده را ۱ کیلومتر و سرعت اسب را ۷۲ کیلومتر در 
ساعت می‌گیزیم ؛ در نتیجه» سرعت دو جرخه ۲1۷۱ کیلومتر در ساعت می‌شود. 
فاصله بین دو شهر ۸ و 1۶ را» ۲۸ فرض می‌کنيم. 

حول سرعت دوسحرخه بیش از سرعت اسب است. نقطه ملاقات آن‌ها 


به شهر ۸ نزدیکتر است تا به شهر 13. 


۳۳۳ 


در لحظه ملاقات دو جرخه با اسب؛ دوجرخه ۲ + 7 کیلومتر و اسب 
۲ - 2 کیلومتر بیوده‌اند ؛ بنابراین 


۳ سم ۲+ 5 
0۲ "۳ 


که از آن‌جا؛ به دست می‌آید : 


۲ ۰-۲۲ ۲ - ۳ 
7۳ ۱ 


ح- 8 ۱۷8 


در لحظه ملافات دوجرخه با بیاده؛ هر کدام ۲" ساعت و ۲۰ دفیقه» بعنی 
1 
9 ساعت در حرکت بوده‌اند و مجموع طول راه‌هایی که به وسبله دو حر حه 
و بیاده یموده سل انتت: باید برابر فاصله از ۳ ۳ 2 یعیی ۳ کیله مر 
ناس : 


۷ 
۵ ع: ن۷ چت ۲۵۶ << ۲۸۱۱ + 2 


۲ 
که اگر 4 2 17 را در نظر بگیریم» به این معادله می‌رضیم ۰ 
1۳۲ 
۴ 

پاسخ. فاصله بین شهرهای ۸ و 18 ۴۲ کیلومتر». سرعت بیاده ۶ 
کیلومتر در ساعت» سرعت اسب ۹ کیلومتر در ساعت و سرعت دوجرخه 
۲ کیلوستر در ساعت. 

۴ فرض می‌کنيم» اولی به تنهایی در ساعت و دومی به تنهایی در 
1 ساعست کار را تمام ۷ نه این دست‌گاه هی‌رسیم .: 


۷ 


د: تتشت 18 اه 


202 
2۶ " 
۱: ۴ . ۲ ۴۳ 


۳۳ 


با کم کردن دو معادلهُ دستگاه از یکدیگر ؛ مقدار 7 به دست می‌آید : 


۱ ۴ و ۶ 
0 لا ۷ 


پاسخ. منشی اول به تنهایی در ۱۰ ساعت و منشی دوم به تنهایی در ۱۵ 
ساعت؛ کار را به بایان می‌رسانند. 

۵ عددها را 2 و و 1۷ > 2 فرض می‌کنيم. حاصل ضرب اشتباه؛ 
برابر ۲۰۰ + 21 است. ببتابراین باید داشته باشیم : 


۱۷۵ 
سس - ول < زا جت ۲۵ ۵۰24 < ۲۰۰ ۲+ /271 
7 


در ضمن ۲۵ < ت۰۲ زیرا در تقسیم یک عدد طبیعی بر ۰3 باقی‌مانده‌ای 
برابر ۲۵ به دست آمده است و؛ همیشه. باقی‌مانده از بخشیاب (مقسوم‌علیه) 
کوچکتر است. 

عدد ۰۱۷۵ تنها بر دو عدد بزرگتر از ۵ بخش‌بذیر است : ۲۵ و ۱۷۵ . 
ولی» اگر فرض کنیم ۱۷۵ < 5؛ برای ۰۷ عددی کوچکتر از 2 بیدا می‌شود 
(۳۹ زا در تیم ۳۵ سا و سر 

پایند ۳ ی ۳۵: 

۶ با رقم‌های ۸ و 0 و 6 می‌توان شش عدد سه رقمی ساخت: 


رقم دور بار دار سدگان؛ دور بار در دهگان و دبر بار در یکان یه کار رفته 


است؛ بنابراین» در مجموع این ۶ عدد؛ مقدار » برابر است با 
۵ << ۲۵ + ۱۰0 *< ۲ + ۱۰۰0 ۰ ۲ 


۴۳۵ 


به همین ترتیب» دربار؛ رقم‌های 0 و 6. بنا بر شرط مساله باید داشته باسیم : 
0 ۵ صحِ (ع + ۵ +4 )۲۳۳ و۳۷۵ 


و یا 


ن 


2 
8 مه مس دی ۱۷ 
داش و ای 2*۳ 


, ۷ 
٩+ 0 + 6‏ عددی طبیعی است و بین دو عدد و جب ۱۳ تنها 
یک عدد طبیعی وجود دارد : عدد ۱۳ پس 


64+ 0+ 6 - ۳ 


برای این که 0 بزرگترین عدد سه رقمی ؛ از بین اين ۶ عدد باشد» در آغاز 
صفر است؛ تنها می‌تواند برابر ۲ باشد که در آن صورت» برای ‏ هم عدد 
1 یه دست می‌آید ولی می‌دانیم 1 و ) دور رقم مختلف‌اند. 

۵ < ع +4 


اگر ۲ عم باشد (6 عددی است زوج)» ۳ < ۵ می‌شود و عدد ۸۲۲ به 
دست می‌آید. اگر ۲ < ۰6 ۳ > ۵ و در نتیجه ۸۳۲ > 606. 

روشن اتف را هر عدد دیگری به جز ۸ بگیریم عدد سه رفمی 
حاصل از ۸۳۲ کوچکتر می‌شود. 

پاسخ. ۸۳۲ 

۷ . الف) با توجه به این که ۰۷ عددی درست و بزرگتر از واحد 
است» داریم : 


6» > | > 6 


۳۳۶ 


عددهای ۲۸۳۵ و ۲۶۴۶ را تجزیه می‌کنيم  :‏ 
۲ ۷ ۷۷۲ - ۲۶۴۶ :۵۷ ۳۲ - ۲۸۳۵ 


6 بزرگترین عدد است و باید ۲۶۴۶ بر آن بخش‌پذیر باشد. باید عددها را 
بزرگترین مقدار ممکن گرفت تا مجموعشان حداکثر شود. 

ایا ۲۶۴۶ < 6 را می‌توان بذیرفت؟ 1 نمی‌تواند شامل ۷۲ « ۲ باشدء 
زیرا در آن صورت؛ ۲۸۳۵ بر آن مخش‌پذیر نمی‌شود و برای ۰6 عددی طبیعی 
به دست نمی‌آید؛ 17 زوج نیست؛ ولی می‌تواند بر ۷ (و نه بر "۷) بخش‌پذیر 
باشد. بنابراین »۰ عددی زوح نیست» زیرا» اگر » عددی زوح باشد» در 
تقسیم بر 17 (که عددی فرد است)؛ خارج فسمت برابر عددی زوج می‌شود 
و؛ در آن صورت؛ 6۵ نمی‌تواند بخشیابی از عدد فرد ۲۸۳۵ باشد. 


۴ ۳ 
بخش‌پذیر باشد» ولی می‌توند بر ۷ بخش‌پذیر باشد» پس حداکثر مقدار 8 


می‌تواند چنین باشد 


۹ ت ۱۴ : ۷۲۶۴۳۶ <- | 


ث_ِ و 6 را بر زو مقدار ممکن گرفتيم تا مجموع سبه عدد حداکثر شود. 
۱ ۱۱۲۲ ان( 
و به این ترتیب 
۷ مه ۱/۰۵ عم 


پاسخ. ۲۷ < ۰ ۱۸۹ < 0 و ۱۳۲۳ < . 
ب) پاسخ. ار و ۵ 8 ۱۸۱۲ تج 


۵ +64 < ۵ ,۱۹ <ع 6+0 


۳۳۷ 


6 باید از ۵ کوچکتر باشد» زیرا اگر ۵ < ». آن وقت» برای » عددی دو 
رقمی به دست می‌آید. 
۱ گر ۴ < ی آن وقت ۶  <‏ و ٩‏ < ۴+۵ < . که با همه 
ططمای مسالغمی‌سازند. 

گر ۳ < 6 آن وقت ۸ < ه و ۸ -< ۵ + ۳ < ه که با شرط 


اگر 0۰ 3 آن وقت ) برای )1 عددی دوز رفمی به دست می‌آید. 


۳ ۷ ِ ۰ 


۴ ۲ ۸ 


